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CONGOURS DAGREGATION AUX LYGIES, ANNEE 1841; 



Par M. DIEU, 

Agrege, docteur es sciences. 



(£xtrait des Noufelles Annates de Mathemaliques, tome X.) 



COMPOSITION DE M^GANIQUE. 

Determiner le moui^enient (Tun point materiel repousse 
par un centre fixe^ en raison inverse du carre de la dis- 
tance. 




F etant le point d'ou emane la force repulsive, M la 
position du mobile, et MV la direction de sa vitesse a 
Tepoque a parti r de laquelle on compte le temps, il est 
evident qu'il ne sortira pas du plan FMV. 

Nous prendrons F pour pole , FM pour axe polaire, ei 
nous designerons par w , p et i^ les coordonnees et la vi- 
tesse du mobile a la fin du temps f , par po et f^o les valeurs 
initiates de p et i^, par a Tangle FMV, compris en tie 
o et 71, enfin par (x la force repulsive rapportee aux uni- 
tes de masse et de distance. 
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Le principe des forces vives donne 

(l) -^ — -r^ =« ^» 

en posant f'J H ^ = a pour abreger, et cehii des aires ^ 

{2) p'fl?ft>=cr/r, 

4» etant d^terminee en fonction des donn^es p^^ (^0 6t a par 
Tequation 

r = P0 1», sin a . 

L'elimination de dt^ entre les equations (1) et (2), 
conduit a 

cM— ^) -^--a-^- 
en resolvant cette equation par rapport a c^co, puis en 
integrant, on trouve 

^* P 



(i> — P = ± arc . cos 




— (3 ^tant la constante amende par cette derniere opera 
tion \ et Von tire de la 



r» 



(3) P = 



i/^4- i.cos(w — p)— I 
A^n que w = o donne p = p© , il faul qu'on ail 



cos P = . ' ' ') 



h>fa 



c^ 



( ^ ) 

et nous prendrons pour j3 le plus petit arc positif qui 
satisfasse a cette equation. 

L'equalion (3) represente une hyperbole dontle point F 
est un des foyers ; le mouvement s'effectue sur la branche 
opposee a ce foyer, puisque p a initialement la valeur 
positive po qu^i repond a un point de cette branche; et 
Ton voit facilement que la droite qui va du foyer F a 
I'autre fait avec FM , dans le sens de oi) , un angle egal 

TV TT 

a 271 — |3oua /3, suivant que a ^ - ou <^ — 

A et B designant les demi-axes de cette hyperbole) 
on a 

" --> r^r- = — -HI, 



d'ou 



A f* A» f*' 



A=^, 6 = 4^, 
^ SJa 



etl'on pourrait la construire d'apres ces formules; mais 
il est preferable d'employer le theorime de Newton , par 
lequel on a N = R cos'(p, N etant la normale, R le bayon 
de courbure, et (f Tangle compris entre la normale et le 
rayon vecteur. Pourcela, on decompose la force repul- 
sive ~? qui repond a la position initiale M du mobile, et 

qui est dirigee suivant le prolongement de FM , en deux 
autres forces dirigees Tune suivant MV ou son prolon- 
gement MV, et Tautre sui^nt la perpendiculaire KK' a 
W \ cette derniere composante , qui est representee par 

• 

~^. sin a, est egale a la force centripete correspondant a 

Po 

la position initiale, de sorte qu'on a 



(4) 

d'ou 

(■' (5* 

fi sma 

R designant maintenant le rayon de courbure relatif aii 
point Mj on prend, d'apres celte equation, MC = R 

sur la partie de KK' ou tombe la composante — . sin « , 

on m^ne CD perpendiculaire k FG, DN perpendicidaire 
a KK', ce qui donne, en vertu du theorime pr^cite, le 
pied N de la normale au point M 5 enfin FN est cons^- 
quemment la direction de Taxe focal , et la construction 
de rhyperbole s'ach^ve par des procedes qu'il est inutile 
de rappeler. 

On tire des Equations (i) et (2) 



±dtz=: 



ptip 



et, en integrant cette equation, on a 

± r = - V^flrp' — 2fAp — 



c' 



a 

(4)" 



a^a \ya aya " / 

C etant une constante. 

Si a ]]> -9 p augmente continuellement avec t*^ on doit 
done prendre 4- devant dtet^t^ et faire 

C = -V^«rpJ --2fAp,— .c' 
I a 

asfa \sla asja ^' / 

afin que p = /&o donne t = o. 



(5) 

Si a <[ ~5 p diminue d'abord, puis ensuite augmente 
avec t^ el son minimum, qui repond a o) = j3, est 






v/ 






= A-+-V^A»-HB»=p,; 



on doit done prendre premi^xement le signe — devant dt 
et f , ainsi que la valeurpr^cedentede G^ puis, lorsque p 
atteint p^ et d^passe ce minimum, ce qui arrive quand 



aya \ V ^ ^ V^ / 



prendre -f- devant dtet t^ et faire 

afin que p = pi- donne t=:t', 

Les Equations (3) et (4) fournissent directement Te- 
poque du passage du mobile en un point de Thyperbole 
donne seulement par la valeur correspondante de o). Si 
Ton voulait sa position a un instant donne, il faudrait 
resoudre Tequation (4) par rapport a p, meitre la valeur 
obtenue dans Tequation (3), puis la resoudre par rap- 
port k 0). 

La vitesse est toujours dirig^e tangentiellement a Thy- 
perbole, et sa grandeur est donnee par Tequation (i) de 
laquelle on deduit 



^=v/"-? 



Si a }> -> elle augmente conlinuellement, tandis que si 



(6) 

« <[-» elle dimiuue d'abord jusqu'a \J o, -t et aug- 

mente ensuite^ dans Ics deux cas elle tend a devenir uni- 

forme et egale a s[a. On peut remarquer que v ne depend 
pas de a, de sorte que la vitesse aura la m^me grandeur 
a des distances egales de F, quel que soil cet angle. II 
n'en est pas ainsi de t dont Texpression contient c qui 
depend de a -, c a bien la m^me valeur poiir des angles {ol) 
supplemental res Tun de Tautre, mais la constante C doit 
recevoir la valeur (y) pour un de ces angles, et la valeur 
(y') pour I'autre quand on considire des rayons vecteurs 
egaux. 

Si Ton-suppose que le mouvement a commence avant 
rinstant a parti r duquel on compte le temps, on peut 
demander de le determiner a une epoque quelconque 
anterieure 4 celle-la. II suffit pour cela de considerer des 

valeurs negatives de f et de o) ^ si a ^ - ? on prendra -+- 

devant dt elty avec la valeur (y) de C , jusqu'a pz= p^ ^ 
qui r^pond a oi)== — j8, et t= — t/^ puis anterieurement 
on prendra — devant dt et f, avec la valeur (/) de C ^ et 

si a <]-) on prendra toujours — avec la valeur (y'). On 

peut remarquer que des arcs de m^me longueur et syme- 

triques par rapport a Faxe focal de I'hyperbole seront 

decrits par le mobile dans des temps egaux. 

Enfin, si Ton avait a = tt ou a = o, la trajecloire se- 

rait ^videmment la droite FM. Dans ces deux cas parii- 
culiers , on a 

d'ou 



2p 

P 



±:fit=: 



p^p 



y/^r>2 — 2pp 



('7) 
done la formule (4) s'y applique en faisant c = o, et la 
discussion en serait semblable a celle qui precede. 

Questions. 

I. Determiner le moui^ement (Tun point materiel re^ 
poiisse par un centre fixe ^ en raison inverse du cube de 
la distance. 

II. Determiner le moui^ement de deux points mate^ 
riels quise repoussent ou quis^attirent, en raison directe 
de leurs masses et en raison immerse des carres des dis- 
tances^ ces deux points ay ant des vitesses initiales in- 
i^ersement proportionnelles a leurs masses^ et dirigees 
en sens contraires, suii^ant deux droites paralleles entre 
elles. 



(8) 



GONCOURS D'AGREGATION AUX LYGEES, ANKEE 1851 C*)^ 

Par M. DIEU, 
Agrege, docteur ea sciences. 



(Extrait des ISouvelles Annates de Mathematiques , tome XI.) 



COMPOSITION D ANALYSE. 

Le sujet de cette composition a ete : 

Trouper V equation differentielle des courbes planes 
qui, enroulees sur un cylindre droit h base circulaire, 
donnent des courbes dont le rayon de premiere courbure 
est constant, 

Montrer que, dans le cas particulier oii le rayon de 
premiere courbure est egal au rayon de la base du cy- 
lindre, V integration de V equation differentielle se ra- 
mene h une simple quadrature, et discuter laformule. 

Mais , comme rien ne nous oblige k des restrictions qui 
ont sans doute pour cause la brievete du temps accorde 
aux candidats , nous substituerons a F^nonce precedent 
celui qui suit : 

Determiner les transformees planes des courbes tra- 
cees sur un cylindre de rei^olution, dontsle rayon de 
Qourbure est constant. 

a repr^sentant le rayon constant, les coordonnees rec- 
tangulaires des points de ces courbes doivent , d'aprfes une 
formule connue, satisfaire a T^quation differentielle 

(dyd^Z'-dz d^Y + ( dzd^x — dx d^zY 

(0 I ds^ 

-f- {dxd^x — dyd^xY = 



a' 



(*) Ce problemc a etc aussi resolu par M. Moncourt (Eugene), eleve 
de ri^cole Normale. 



(9) 

dans laqiielle la variable independante est quelconque. 
L'axe du cylindre etant pris pour axe des z , supposons 

qu'on developpe sa surface sur le plan zx^ a partir de la 
generatrice AA', et soil Mi la position que prend le point 

M (x, j^5 z) qui se projetait en M' sur xy. Designons par 
(p Tangle M'OX , par ^ , >} les coordonnees de Mj relative- 
ment a AX et AA', prises pour axes de coordonnees dans 

le plan zx^ enfin par R le rayon du cylipdre. 




On peut regarder Tare Ry :^ $ comme la variable in- 
dependante de Tequation (r) , et, a ce point de vue, de 

^ = R cos cp , J = R sin q) , 
on tire 

fix =1 — sin^.^g, df = cos^.cfg, 

sincp 



cos^ 

R^ 



d^x=: ^,dl\ d^yzzz — z:zj..<;g». 



D'ailleurs, il est evident que 

dz^=zd-n^ dHz=id^n et r/^^ = r/§» -f- rf,J^ 



D'apres ces formules, requation (i) douae 

qui represente les iransformces planes, et de laquelle on 
deduit 

,3, (-)■=„. v,['i#-i;,]. 

en posant 

dn , 

Les deux valeurs de — » donnees en general par ceile 

equation , deviennent egales et en meme temps nulles , 
pour celles de yj' qui sent determinees par 



a' 



= 0, 



(4) (I-^>J")'-R7==«' 

et comme ces derni^res valeurs , savoir, 

sont constantes , de telle sorte qu'on en lire 

dl 

I'equalion (4) est une integrale singuliere de 1 equa- 
tion (3), pourvu qu'elle ne rentre pas dans I'integrale 
generate . 

Quoi qu'il en soit, Tintegrale generale de Pequalion (4), 
qui est 

>3 = ±: ? \/dz ^ — ■ I -f- const. , 

satisfait a I'equation (3), et clle donnc, en prenant 
devant ^ : 



{«« ) 

i"» Si a^R , deux droites correspondantes aux helices 
coupant les generatrices du cylindre sous Tangle dont le 

cosinus esl kI , et dont deux se croisent en chaque 

point de sa surface \ 

2°. Si a = R, une parallele a A^ correspondante aux 
sections circulaires auxquelles les helices se reduisent 
quand Tangle atteint 90 degres ; 

3°. Si a est infini , une perpendiculaire a A ^ corres- 
pondante aux sections rectilignes sur lesquelles on doit 
tomber quand Tangle est nul. 

L*equation (3) etant du premier ordre, on peut imme- 
diatement prendre W pour variable independante. Si Ton 
pose 

n ' = tang ^|/ , 

de sorte que ^ designe Tangle qu'une parallele menee dc 
Torigine A, a une partie determinee de la tangente en 
chaque point (^ , 19) de la courbe, fait avec Af , on trouve 
facilemen t 

(5) rfi=±-4^2iMi=, 

a quoi il faut joindre 

(b) dn = ±— ^^ ^ , 

en prenant ensemble, soit les signes superieurs, soit les 
signes inferieurs. 

Quelle que soit la valeur du rapport -•> m ne peut s'ex- 

prinier sous forme finie, en fonction de tf/, que par une 
integrale delinie ou par les notations des fonclions ellip- 



tiques ^ si - ^ i , il en est de meme de | ^ et seulement 

lorsque a = R, f s'exprime par un logarithme. 

I**. Soil a>R. ij^' ^tant le plus petit arc positif dont 

le cosinus soit v/— > -rj et -7^ sont imaginaires pour les 

valeurs de <{^ de o a ^', reels pour les valeurs de ^' a 
TT — tp', puis redeviennent imaginaires quand ^ depasse 
cette derniire valeur a laquelle on peut s'arreter. 
En posant , pour abreger, 



v/ 



,--cos*>p = V, 



on a 



(7) l^c±aj^ -^^-^y 



et 



rp 



(8) ,=.'±.jr'^?i^^+, 

c et c' designant deux constantes arbitraires, qui sont les 
valeurs de ^ et yj pour ^ = ^'. 

Si Ton considire premi^rement le signe -I- devant les 

integrales definies ; lorsqu'on fait crottre ^ de ^' a -> ^ et >; 

croissent depuis les valeurs c et c' [C] jusqu'a de certaines 

valeurs rf et <i' [D] ; et lorsque ^ croit de - a tt — i(\ \ 

to 

d^croit de ^ a c, tandis que m continue de croitre jusqu'a 
c'4-2(c?'— c') = 2^'— c'[E]. En effet, on a, d'une 
part, 

Jr^-"^ COS-^.d^ __ r^ COS^j^.rf>P _ r^ cos-^.d^ 



( i3 ) 






= o; 
et , d'autre part , 









dou 



n 



A' ^ Jd,' ^ 



La courbe a done un arc qui va de C ^ E , a droite de CE 
parallMe a A>7. Get arc tourne sa concavite vers la corde 
CE, et ses deux parties CD, DE sont egales^ car rincli- 

naison de la taDgente sur la corde CE est egale a ^' 

au point C , diminue jusqu'en D, on elle devient nulle, 
puis reprend de D & E , dans un ordre inverse , les m^mes 
valeurs que C a D. Si Ton passe du signe + au signe — 
devant les integrales d^finies des equations (7) et (8), 
pour une m^me valeur de ip , ^ — c et y? — c' changent 
seulement de signes ; la courbe a done un autre arc CD'E' 
qui, en tournant de 180 degr^s dans le plan autour du 
point C, irait coincider avee CDE, et le point C est a la 
fois un centre et un point d'inflexion; 

2^. Soit a<[R. TT et — ne deviennent imaginaires 

pour aucune valeur de ^, et il convient de remplacer, 
dans les equations (7) et (8), la limite ^' des integrales 
d^finies par z^ro. En prenant successivement les signes + 
et — , les valeurs de ^f/, dcpuis z^ro jusqu'a tt, donnent 
un arc pareil a EDCD'E', mais les tangentes aux points 
extremes sont parallelcs a A|. Les valeurs depuis 7r 



{ '4 ) 

jusqu^a 2 Tr donnent un arc ega\ a celui-la , avec lequel il 
irait coincider par une dcmi- revolution autour de la per- 
pendiculaire a A J , passant par les points de raccord ; et 
cette droite, ainsi que la parallele menee a A| par le 
point de croi semen t des deUx arcs * est un axe de syme- 
trie. Enfin , les valeurs de ^ , superi cures a 2 tt , ne donne- 
raient rien de plus que celles de zero a a?:, car les inle- 

1 J '/» • /*'^cos^^.^^^ f* "^ sin •!> . {f ^ , ., 

£;rales deiinies I — - et I ^, sontevidem- 

'' Jo ^ Jo ^ 

ment des fonctions de ^^, dont les valeurs ne changent 
pas lorsqu'on augmente ^ de a?:. 



^ 






L 




!» 




• 






t' 




1^ 


G 




/ 


N 


1 


H' _ 


• j^ 


W 




■■%... 


• 








P' 


- 



A L' ^ 

3°. Soit a = R.. On a , d'apres les equations (5) et (6), 

V2 \ Sin ij^ y 

V2»'t) yi — ■l-sin*>I^ y2 \V2 / 



it croissant de zero a - \ 

^ 2 



R 



? varie de ±qo a c dz-p log (v^i — 1 ) ? 
et ^|y continuant de croitre jusqu'a tt, \ reprend les niemcs 



( '5) 
Valeursdans I'ordre inverse. /; , au contrairo, varie lou- 

jours dans lememe sens depuisc'jusqu'a c'ztRy^.Fl ~7= I 

[notations de Legendre]. D'apres cela, en prenant Jes 
6]gnes +, on a la branche GFH5 et, en prenant les 
signes — , la branche G'F'H'. De plus, les droites FK, 

F'K', representees par les equations y} = c'dt-— F( -— | , 

sont des axes de symetrie des deux branches concaves^ 
Tune el Fautre, vers ces droites 5 les droites N, P et P', 

representees par-yj = c' et >? = c' zh R v/2 F I "7= ) ) sont 

des asymptotes 5 et le point N (c, c') , ou FF' coupe la 
droite N, est un centre. 

Si Ton donne a ^ des valeurs comprises entre ikn et 
[nk -h i) T^ [f( etant un nombre entier quelconque], | et 
yj sont reels ; et ^p, etant un arc corapris entre zero et tt , 
I a des valeurs egales poUr ^ = ^p, et ^ = 2^:71 -f- (p^, 
t^ndis que les valeurs correspondantes de y? different de 

4k.-=.F I -=]• On a done, pour ces valeurs de J/, une 

couple de branches , avec lesquelles celles qu'on a d^abord 
trouv^es iraient coincider, si on les faisait glisser dans le 
plan, parallelement a Arj, de maniere que les coordon- 

nees m s'accrussent toutes de 4^-"7=*F I ~p )• 

Les courbes que nous venons d'obtenir par la discussion 
^ommaire des trois cas que presentent les deux paramitres 
a et R , ne cessent pas , en raison de ce que le cylindre est 
de revolution , d'etre des transformees de courbes situees 
sur le cylindre , et ayant le rayon de courbure constant a^ 

lorsqu'on les fait glisser sur le plan zx^ de maniere que 
tons leurs points decrivent en meme temps des droites 
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paralleles et egales. D'apres cela, on pent joindre a Tare 
EDD'E', trouve dans le cas de a>R, Tare ED'D; E', 
symeirique par rapport a EE'; et aux branches iniinies 
GH, G'H', trouvees dans le cas de a = R, les branches 
symetriques par rapport a la perpendioulaire LL' menee 
de N a A|. On pent aussi raccorder les arcs, ou les 
branches infinies , par les points ou les langentes sont 
parallMes entre elles , de telle sorte qu'elles viennent se 
confondre par le raccord. Toutes les combinaisons que 
Ton imaginera donneronl toujours des courbes qui sa- 
tisferont aux equations differentielles (3), (5) el (6), et 
Ton pourra les deduire des equations (7) et (8) , et de celles 
qui se rapportent au cas de a = R , en changeant les 
constantes arbitraires, les limites des integrates, ou la 
maniere de prendre les signes doubles. 

En resume, par chaque point M d'un cylindre de 
revolution de rayon R : 

1**. Si a^R, il y a deux courbes symetriques par 
rapport au plan du ppint M et de I'axe du cylindre, qui 
jouissent (outre les deux helices) de la propriele d'avoir 
le rayon de courbure constant a , pour toute valeur ne 

depassant pas ^' de Tangle sous lequel ]a courbe de- 

vra couper en M la gencratrice; 

2°. Si a"JR, ces deux courbes existent pour toutes 

les valeurs de eel angle, depuis zero jusqu'a - ; et la section 

droite du cylindre s'y joint, a cette derniere limite, quand 
a == R (il n'y a pas d'helice). 

Rectijication. — Les equations (5) et (6) donnent 



(is =z 

I — |.^ cos< n|/ 



\/' 
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done, loisque a^R, Tare .5 ne peut, de meme que | 

ct Yi , s'exprimer en fonction de tp que par une integrale 
definie ou par les notations des fonctions elliptiques. 
Mais, quand a = R, on a 



rff = 



Kd^ 



sin>[/ v^i •+- cos*\J/ 
et il vient, en integrant, 

J = — . log / N/>4-cos»>p-^v/i.cosA 

si Ton prend pour Torigine de Tare s I'un des points ou 
la tangente est perpendiculaire a A ^. 

^ire, — Soitd'abord a^R. Si Ton d^signe par f,, 
>5, les coordonnees d'un point N de Tare CDE, par rap- 
port aux paralleles menses de C i A f , A y? , et par A le 
segment compris entre Tare CN, une partie correspon- 
dante de CE et la parallMe menee de N a A ^ ; on a 

en convenant de donner a (];', lorsque «>R, la valeur 
precedemment indiquee , et de faire (p'= o lorsque a<R- 
done 

et , par suite , 

en representant par A, Taire du segment CDE. 

Lorsque a = R, Tordonbee, et, par consequent, Taire, 
peuvent s'obtenir en fonction de Tabscisse par une simple 

quadrature. En effet, Tequation entre 'E eidf, relative a 
D. ■ ' ^ 



( '8) 
ce cas, (lonne 



v' 



en mettant a au lieu de — , afiu d'abreger; par conse- 
quent, on a 

• , 2 J 2 

sin\p r= I , 

puis 

2 ^ 



tang \p = ± 



y/(<?«?/-l-^-«ly)*__8 



dr. 
et, comme tang J/ = — ;-', il vient 



5o etant une des deux valeurs de ^, entre lesquelles il faut 
quecette variable ne tombe pas pour que yj, soit r^elle 

[ces valeurs, deji trouvees plus haut, sont ±:-log {^2 i), 

on les obtientici en resolvant I'equation e"^'-f-e""°^^'=2 V^]. 
Enfin, B d^signant le segment compris entre un arc FN 
les parallMes menees a A^ par ses extremites et la droite 
LU, on a 

Rayon de courbure, — p designant le rayon de cour- 

( * ) C'est par la discussion de cette equation que Ton demandait de 
reconnaltrc la forme de la courbe , dans le cas de a = R : on trouvera , 
sans difflculte, la forme representee par la^. 2. 



;...j 



bure^ on a, d'apres les equations (5) ct (6) , 



a a 



en appli quant la formule 






dxd^y — dyd'^x 
Si a^R, p est infini pour (f/=^|/' [C]^ si a<;R^ 

p = -== pour d/ = o [Cl: et; dans ces deux cas^ 

p=flpour ip=^[D]. 

Lorsque a = R , on a 

^ R 

sm^p. V2 — sln'^p 

p est infini pour ^ = o, eip = Rpour ^|< = - [F]. Enfin, 
an a , dans ce cas , 

en remplacant sin ^ par sa valeur — = — 5^--; — --• 



2i 
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GONGOURS D'AGRteATION AUX LYG^ES, ANNUE 1849 

(TOlr t. X, p. tol); 

Par M. DIEU, 

Agrege, docteur es sciences. 



( Extrait des Nouvelles Annates 4e Mathematiques , tome XI.) 



Premiere question. — Etant donnees une surface , et 
par chaque point de cette surface une droite qui fait 
ai^ec les axes rectangulaires des coordonnees , des an- 
gles dont les cosinus sont des fonctions continues des 
coordonnees de ce point, trouuer la condition pour quit 
existe une surface normale h toutes ces droites. 

Si Ton prend sur chacune des droites , que nous d^si- 
gnerons par D, a parti r du point M ou elle perce la sur- 
face donnee S, et du m^me c6t^, une longueur M/n = r 
qui soit une fonction continue quelconque des coordon- 
nees x , y, z de M , le lieu g^ometrique des points m sera 
une surface S'. En eifet , X , Y, Z d^signant les cosinus 
donnes en fonction de x , j-, « , et g , y} , (f les coordonnees 
dem, on a 

(i) g — x = rX, ,,-.^=rY, ^— z=rZ; 

et , par Telimi nation de x, j^ z entre ces trois ^nations 
et cellede la surface S, on trouvera, g^n^ralement, une 
equation en f, y?, ^, qui representera une surface. 

Pour que cette surface S' soit normale aux droites D, 
il faut et il suffit que les valeurs de ^ , yj , ^ , en x, y, z , 
determin^es par les Equations (i) et par celle de la sur- 
face S , satisfassent a T^quation 



( »o 

Or les equations (i) donnent 

r« — (^ — *)«-.(^~jr)»— (^ — z)»=o, 

de laquelle on tire , en difTerentiant , 

rdr-^ (? - x) (^5 — dx) — (>, — J.) {dn - dy) 

cette relation se reduit, d'apr^s Fequation (a), a 

rdr '\-{l^x)dx ■*-(*} — jr)djr '■\-{X» — «)/fo=:o; 
et Ton a , enfin , 
(3) dr + llidx-^Ydx-hZdzz=zo, 

par la substitution derX,..., a ^ — x,..., suppression 
faite du facteur commun r. 

Done , pour que la surface S^ soit normale aux droitesD, 
il faut que r satisfasse a Tequation (3), eu ^gard a celle 
de la surface S; et Ton voit, sans difficult^, que cette con- 
dition est suffisante, en remontant de Tequation (3) a 
I'equation (2). 

Cela ^tant pose, si nous consid^rons maintenant r 
comme une inconnue, la condition demandee consiste 
^videmment en ce qu'on puisse trouver une valeur de r 
qui satisfasse a I'^uation (3 ) , en tenant compte de celle 
de la surface S 5 et , par consequent , c'est une condition 
d'int^grabilite. 

II pent se presenter deux circonstances diflerentes , que 
nous allons examiner successivement. 

Lorsque Fequation de la surface est soluble par rapport 
a une des coordonriees , z par exemple , et que Ton en tire 

dz =r pdx -\- q dy, 

p, q etant des fonctions de x, y, F^uation (3) se ra- 
mene a 

dr 4- (X, -h/?Z,) dx 4- (Y, 4- 7 Zjrfj = o, 



X^, Y,, Z, eUnt ce que deviennent X, Y, Z par la subsli- 
tuiion a z de sa valeur en x, y ; et, pour que cette der- 
niire equation soil int^grable , il faut qu'on ait 

D,(X,^-;,Z,) = D,(Y, + yZ,). 

Lorsque I'equation de la surface S n'est soluble par 
rapport a aueune des coordonn^es, on aura une Equation 
d'un degre superieur au premier, ou m^me transcendante 
par rapport a dx ^ dy^ dr^ en ^liminant z et dz entre 
Tequation (3), celle de S et sa differentielle premiere. Si 
I'equation finale est transcendante, on ne lui reconnalt 
aucun sens ; si elle est algebrique , il faut , pour qu'elle en 
ait un , qu'elle soit decomposable en equations du pre- 
mier degre par rapport aux difierentielies. Et cependant, 
quand Tequation finale est transcendante, ou qu'elle est 
algebrique , d'un degr^ superieur au premier et indecom-^ 
posable , il pent se faire qu'il existe une surface normale 
aux droites D : ainsi , par exemple , cela sera evidemment 
si lLdx-{-Ydy H- Zrf-z est une differentielle exacte, quelle 
que soit d'ailleurs la surface S. 

Ce qu*]l faut necessairement, comme nous Tavons in- 
dique d'abord , pour qu'il y ait une surface normale aux 
droites D, c'est que Tequation (3) soit integrable eu 
egard a celle de S ; et , par consequent, que le produit du 
produit du premier membre de I'equation (3) par une 
ccrtaine fonction de r, x, y, z soit, en tenant compte dc 
Tequation. de S , une differentielle exacte. Or, cela exigc 
evidemment que le trinome X rfx -+- Y ^y -f- Z rf ^ satis- 
fasse de la m6me maniire a cette condition^ mais il faut 
bien qu'il la remplisse, abstraction faite de Fequation 
de S, lorsqu'elle ne pent servir a cliasser z et dz ^ ce qui 
est le cas dont il s'agit main tenant. Supposons done que 
le produit du triiiomc par tt, qui pourrait conlenir /•, soit 
une differentielle exacte , et representons Tintegrale par U, 



( =^3) 
de sorte que requalioii (3) revienne a 
(4) lidr -h f/U = o. 

On a alors entre a:, )^, z, U, i/ et r, deux equations, sa- 
voir : riiitegrale de la precedente et 1 equation de la sur- 
face S , et M, U sontdes fonctions determinees Ae x^ y^ z\ 
par consequent , on pent considerer x^y^z^l] comme des 
fonctions de w, r qui resteraient independantes rune de 
Tautre. En posant, d'apres cela, 

d'oii 

ar du 



Tequation (4) devient 



("-S) 



ar H- ■—- (ill =. o , 
au 



qui nc pent suhsister, a cause de rindependance de ii , /', 
sans que Ton n'ait separement 

dr du 

D'apres la seconde de ces equations, U ne doit dependre 
que de r, et , d'apres la premiere , r est une fonction de u ; 
done U doit 6tre une fonction de u. On Verra aisement si 
cette condition est remplie, apris avoir calculi m et U 
d'apres le trinome X ^o: H- Y^ -f- Z rfz 5 car, si Ton egaie 
ces fonctions a deux leitres a , /3 , puis qu'on elimine deux 
des coordonnees a: , /, ^ entre les deux equations ainsi 
formees et Fequation de la surface S , il sera necessaire et 
suffisant , pour cela , que I'equalion finale ne contienne 
pas la troisieme coordonnee, mais seulement a et j3. 

Enfin, cette demiere condition forme, avec celle de 
Fintegrabilite du trinome, une condition coraplexe evi- 
demment suffisante pour qu'il y ait une surface normalc 



(24) 

aux droiles D j car, si U = 9 (u) , on aura 






de sorte que r se trouvera par une simple quadrature. 

La discussion pr^cedente s' applique d'ailleurs evidem- 
ment au cas particulier que nous avons d'abord examine; 
et, par consequent, la r^ponse a la question proposee 
pcut ^tre g^n^ralement formulae ainsi : 

Ilfaut et il suffit que le trinome ILdx+Xdy -^Zdz 
satisfasse a la condition conniie d'integrabilite des diffe- 
rentielles a trois van'bles, et que le facteur propre ii le 
rendre integrable soity en vertu de V equation de la 
surface donnee S, unefonction de Vintegrale, 

S'il existe une surface normale aux droites D, il y en 
a une infinite qui sont deux a deux equidistantes , puisque 
la valeur de r est de la forme 

r = const, -h F (a: , /, z). 

Enfin, il resulte de cette analyse, qu'un trinome 
X Jx ■+• Ydy+ Zdz etant donne , s'il y a , pour une cer- 
taine surface , un systeme de droites menses par tons ses 
points , et faisant avec les axes des coordonn^es rectangu- 
laires des angles dont les cosinus soient les rapports de X , 

Y, Z a V'X' -4- Y*H- Z', qui puissent 6tre coupees norma- 
lement par une autre surface, ce trin6me satisfera a la 
condition d'integrabilite (*). 

Exemples auxquels les metliodes indiquees pour trou- 
per r s'appliquent. i**. Les cosinus sont proportionnels a 
;^^, X, 2Z, et la surface S est Thyperboloide a une nappe 



5^* ) Ce th6oremc differe de cdui de M. Cauchy sur le m6me sujet. 
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representee par requation 

x^ -^ y^ -4- 3 z* — xy z=zo. 

2°. Les cosinus sont proportionnels a JC*,^', ^*, et la 
surface S est representee par I'equation 

x^-hy^-^-z^ 
•7= , ==g. 

S/x^ 4- y< -h 2* 

Les deux methodes peuvent 6tre employees pour le 
premier de ces exemples; mais la seconde methode seu- 
lement s' applique au second. 

Deuxieme question. — Un systeme de rayons lumi-' 
neux normaux h une m€me surface, se reflechissent siir 
une surface donnee, DSmontrer que les rayons reflechis 
sont aussi normaux h une meme surf ace (*). 

Ces derniers rayons sont ceux dont la reflexion est re- 
gulifere^v 

Soient : 

M un point de la surface reflechissante , et MN la nor- 
male en ce point; 

MI et MR un rayon incident en M et le rayon r^flechi 
correspondant ; 

(a,j3,y), (a', |3', y'), et (X^ fx, v) les angles qui deter- 
minent la direction de MI, MR et MN, par rapport a 
trois axes rectangulaires Oa:, Oy^ O-Z5 enfin, w les 
angles egaux IMN et RMN. 

. Si Ton m^ne a Ox , dans le sens de cet axe , la parallele 
MA, que Ton d^crive une sphere de M comme centre, 
avec un rayon egal k 1' unite de longueur, et qu'on joigne 
deux a deux par des arcs de grand cercle les points A , I , 
R , N , ou cette sphere coupe MA , MI , MR , MN , on a 
un triangle spherique dont la mediane AN et les cotes 

■■ * wmt t ■■ w i— ■ ■ I m^ ■■■■^« ■- — — ■■■■■■ I »■ ...■a i, ^, ,^^,^m p..— ^— ^— i«^^— ^■^m^T"^ 

(*) Theoreme de Mains, generalise par M. Bertrand,. 
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sont repr^sentes par X , a , a', 2 ci) , et ce triangle donne 

cos of ' = 2 cos X . cos b> — cos a , 

par le' theor^mc sur les medianes des triangles spheriques 
analogue au th^or^me sur l^s medianes des triangles rec- 
tilignes (*). 

On a, de la meme mani^re,, 

cos p' = 2 cos |x. cos w — cos p , 
cos 7' r= 2 cos V . cos w — cos 7- 

Soient encore : 

jr: , /, z les coordonnees de M ^ 

Et a: -f- dlr 5 ^7"^ ^S z-^ dz celles d'un point infiiii- 
mcnt vol sin de M sur la surface reflechissante. 
D'apres T^quation connue 

cos \.dx -\- cos ^.dy -»r cos v . rfz = o , 

et d'apres celles qui precedent, on a Tequation 

j cosa'. r/x -f-cos p'. fl[)^ -H coS7'.€/z 

^ ( == — (cos a.r/j: -4- cos6 . dy -4- cos7.^z),, 

de laquelle se deduit imm^diatement Ja demonstration du 
th^orime. 

En effet, les rayons (MI) etant normaux a une m^me 
surface , le trin6me cos oL.dx -I- cos/3 ,fl^ -f- cos y,dz , dans 
lequel les cosinus peuvent ^tre consid^res comme des 
fonctions de x, y^ z^ remplit les conditions voulues pour 
qu'il y ait une surface normale a ces rayons ] done, d'apres 
I'equation (i), le trin6mecosa'.rfa:-j-cos/5'. Jj+cos/.Jz, 
dans lequel les cosinus sont de m^me des fonctions de a: |» 
7, z, remplit aussi ces conditions, et il existe, par con- 
sequent, une surface normale aux rayons (MR), quelle 
que soit la surface reflechissante. 



( * ) « La somme des cosinus de deux cdtes d'un triangle spherique est 
egale a deux I'ois le produit du cosinus de la moitie du troisicme c6te par 
cclui de Tare qui joint le milieu de ce c6tc au sommet oppose, w 
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COMPOSITION DE M^GAniQDE. 

Un poids p est su^pendu a un anneau D; dans eel an- 
ueau passe une corde qui, d'une part, est attachee a un 
point fixe A , et qui , d'autre part , apres avoir passe sur 
une poulie de renvoi B, va s'enrouler sur un cylindrc 
homogene horizontal C, mobile autour de son axe, ct 
soulient enfin un conlre-poids ^'. 

On fait abstraction du poids, de la roideur et de Fe- 
paisseur de la corde , ainsi que des frottements. La poulie 
de renvoi B est supposee infiniment petite et a la memc 
hauteur que le point Hxc A. Trouver le mouvement du 
sysleme en supposant qu'il n'y. ait pas de vitcsse initiate. 




a? 



Nous supposeronsqu'a Tinstant oii le mouvement com- 
mence, les cordes, considerees corame des lignes parfai- 
tcment ilexiblcs et inextensibles, sont comprises dansle 
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plan vertical P des centres de gravite des deux poids p^ p' \ 
que l*anneau D, considere comme un point, est au mi- 
lieu de la partie ADB de la corde AF*, enfin, que le mou- 
vement vient de ce qu'on abandonne le poids qui remon- 
tera, et que Ton avait retenuj usque-la. 

II suffit J pour r^pondre a la question , de determiner 
le mouvement du point D. Or il est evident , a priori , 
que ce point ne sortira pas du plan P, et Ton pent de- 
montrer, de plus, qu'il restera sur la verticale EH du 
milieu de AB. En effet : i° le mouvement initial dc D 
sera celui d*un point libre , auquel on appliquerait simul- 
tanement trois forces, dont la r^sultante est dirigee sui- 
vant EH , Tune egale a la tension de la corde DG , qui est 
verticale, et les deux autres dirigees suivant DA et DB, 
egales a la tension de la corde ADBF ; i^ si I'on admet 
que D soit parvenu en D' sur EH, apres un certain temps , 
et que sa vitesse acquise soit dirig^e suivant celte droite, 
on pourra encore considerer ce point comme libre, en 
lui appliquant trois forces qui seront dans les mfemes 
conditions que les trois forces dont nous venons de parler, 
et le mouvement continuera dans la direction EH. 

Les axes des coordonnees etant pris comme la figure 
Tindique, nous designerons par y I'ordonn^e de D, et 
par y celle de F, a la tin de la duree t comptee depuis 
le commencement du mouvement. 

AB etant representee par a a, on doit avoir 

/' H- 2 si a* + j' = const. ; 
d'ou Ton lire 

§y -+- , ^•^■' . ^^ = o 

et 



dt' y/a' + f' ' dt' ^^, ^ ^,^4 




= o. 



( ^9) 
Les forces perdues sont representees : pour le poids p, 
par 

et pour le poids p', par / 

car les r des centres de gravite de ces poids ne diflSrent 
respectivement que par des constantes de ccux des points 
DetF. 

On a done Tequatiou 

d'apr^ une r^gle connue; et Ton en deduit facilement 

en rempla9ant dy\ ainsi que -^-p par leurs valeurs ti- 

rees des Equations precedentes, en posant ^= 4^^' 

Comme 1 equation (i) ne contient pas t^ son ordre 
s'abaisse en prenanty pour variable ind^pendante. Si I'on 
fait pour cela 

dt 



a ou 



Ty = ' 



dt Z dt\ ^ \2/ (If «* flfj 



on a 



(Y^ \ dz a^ Y ( Y 



z^-mo,. 



(3«) 

Ccttc ^nation , qui rentre dans le type connu ftous ]e 
nom Adequation de Bernoulli, devient liueairc en posant 



— = a 



d'oii 



el Ton a 



rfz 



(3) 



si Ton fait 






a' 



I du 



a 



+.1 pmt;^ V«' + r% 






= r- 



Par la comparaison de Feqiialion (3) avec le type 

du 

dont Pintegrale est 

on trouve facileraent qu'il faut faire 



et 



/ 



p'+r' 



Y. e^^^^.dy = jX_ (a ky- \/a'^.y'), 



afln d' avoir i'int^grale de I'^quation (3) , qui est 



51 Ton met 






p' + y 

au lieu de C. 



( 3. ) 
Mais , -— = ± -rt± ; done on a 



V^-hi ' /p' +/•'' dy 






\IC, -h 2 ky — sla^ + J' 

le signe superieui* sc rapportant au cas ou le point, D 
descend, et le signe inferieur a celui ou il remonte, puis- 
que dt doit 6tre positive. 

On ne petit integrer T^uation (4) sous forme finie^ 
mais il est possible de reconnaiire quel sera le mouve- 
ment du point D, par la discussion de cette equation. 

II convient de determiner, premi^rement ^ la constante 
arbitraire C,5 or, en designant par j^ la valeur initidle 
de ;^, on voit qu'il faut prendre 

pour que -j- soit initialement nuUe, et nous supposerons ^ 

dans ce qui suit, que C, a cette valeur. 

Les poids p et p' resteraient en equilibre, si I'oi^avait 

par consequent, on devra examiner successivement les 
deux hypotheses : p'^p^ et p <^Pf, 

i^. Soitp^Pf. Le poids p remportera, de sorte que Ton 
doit prendre le signe -+- dans le second membre de Tequa- 
tion (4). 

Si Ton pose 



d'ou 



^' = 2/^ ^ 



dy ^a}'\- 



( 3a) 
Pour J= Jo, ^>o, car^>p,revienta2A>--==; 

et y augmentant a partir de j© , -j- d^roit , car ' ' 

augmente. 
Si 2 A > 1 , c'est-a-dire p > 2 ^', ce qui emporte p^p,^ 



— ne peut devenir negative, car on a toujours <^ 1 5 

et z croit indefiniment avec j, car 



2 



2/ -hi/ — -hi 



\/7 



D'apres cela, — tend vers zero, car |3'<^a*, et, conse- 

quemnient, i / ^-^ — =^ est toujours moindre que i. 

Dans ce cas , comme on pouvait le prevoir, le niouve- 

ment descendant du point D continuera tant que la lon^ 
gueur de la corde AF le permettra , et la vitesse de ce 
point croitra toujours. 

Si 2/1 <^i, c'cst-a-dire lorsque p est compris entre 2/)' 
ct Pf^ — devient negative quand y depasse la valeur 

7,ak ap 



et z, apres avoir augmente depuis zero jusqu'a la valeur 



' \ ( r'- k' 






( 33 ) 
dirainuc, puis rcdovieiit nullc pour la valeur 



r«i . _ 4x</«'4-/;-(i-f-4^')r. 

laj jr __ , 

qui donne — = o» 

Dans ce cas , le point D ne pent atteindre , en descen- 
dant , la position determinee par cette valeur de^, puis- 

que sa vitesse j- decroit indefiniment, en m^me teibps 

cpi'il s'en rapproche indefiniment. 

2**. Soit p<^p^, Le poids p' I'emportera, ct^ par 
consequent, on doit prendre le signe — dans le second 
membre de Fequation (4)* 

dz 
Pour ^ = ^0 > 3~ <C^ J ^^ , y diminuant a parti r de jo^ 

— croit et change de signe quand y devient inferieure a 

— (cette valeur est moindre que^o? dans le cas 

dont il s*agit maintenant , tandis qu'elle est plus grande 
que y-Q dans celui dont nous nous sommes occupcs en 
dernier lieu). Comme /fy<^t), rlz est de signe contraire 

dz 
a —5 done z augmente depuis zero jusqu'a 

qui repond a la precedente valeur de j^, puis diminue 
ensuite jusqu*a zero, qui repond a la valeur [a]. 

D, en remontant, tend d'apr^ cela vers la position 

determinee par la valeur [a] de y^ mais sa vitesse -j- 

tend simultanemcnt ver5 zero, et, par consequent, ccite 
position est une limite que D ne saurait atteindre. 



D. 
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CONGOURS DAGRtoATION, ANNEB 1847; 

Pak M. DIEU, 

Agr^g^, docteur es sciences. 



( Extrait des Nouvelles Annates de Maihematiques , tome XI . ) 



COMPOSITION D ANALYSE. 

Cycloides allongees et raccourcies, — Tangentes, — 
Normales. — Rayons de courbure. — Dei^eloppees . 
— u4rc. — Segment. 

I. Cycloides allongees, — Soient R le rayon du cercle, 
G le point interieur qui engendre la cycloide, et a la 
distance de ce point au centre C (*). 

r 




L'axe des x sera la droite fixe sur laquelle le cercle 
roule, et I'axe des y la perpendiculaire menee k cette 



(* ) Get article, de m^me que le suivant, jusqu'aux rayons de courbure ; 
sera facilement compris par les eleves de mathematiques speciales. La 
figure se rapporte au cas de « <2; 
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(Iroite par la position A de G, ou il en est a la distance 
minimum R — a, 

II est evident , a priori , que la courbe est indeiinie et 
comprise entre les droites L et L', dont les equations sont 
j^ = R qz a 5 et que , le cercle roulant dans le sens des x 
positives, G s'eloigne de L en partant de A, atteint L 
en S ou a:= jtR, puis revient sur L en Ai, apres avoir 
decrit SAi symetrique de SA par. rapport a Tordon- 
hee SP. 

M [Xy y) etant un point quelconque de Tare ASAj, 
qu'il suffit d'^tudier, et N le point de contact correspon- 
dant du cercle avec Taxe des x\ si Von designe par (f 
Tangle MCN (qui pent s'etendre de o a 2 tt) , on a les 
equations 

(i) jr = Kf — asin^ et / = R — acos^. 

D'apres ces equations , j^=R — a pour q5 = o et(p = 27r, 
auxquelles r^pondent x=o et x ==. sttR^ le maximum 
Ae. J est j^ = R-f-fl repondant a cp==7r et ot^ttR; enfin, 
X a des valeurs equi-differentes de 7iR , el j des valeurs 
egales entre elles pour des valeurs de (p equi-differentes 
de TT. 

Tangentes. — Les Equations (i) donnent 

Dp a? = R — fl cos cp et D^r = a sin (p. 

On a done, en designant par j^^' la derivee Dr^, et po- 
sant R = an , 

(1) r=z — ' i 

^ ' ' /I — cos ff 

d'oii 

^ // COS (f ■^- 1 

, ""^ = (n-cos,,)'' 

Soil ©1 le plus petit arc positif dont le coshtus soil 
- bu -g-» et soil I le point de AS correspoudant a f = (fi, 

3. 
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pour lequel x = Rfi — «\/i — ^, ct J = R — «'^- 
On voit que, (f croissant de o a ^j, D^j' est positive et 
r' croissant de o a ; et que, o continuant de 

croitre jusqu'a tt , D^ j^' est negative et j^ decroissant jus- 
qu'a z^ro. Done , les tangentes en A et S sont paralleles 
a Ox, Tare AI est convexe et Tare IS concave vers Ox, 
et il y a une inflexion en I. 

Normales. — La normale en chaque point M passe par 
le point de contact correspondant du cercle et de I'axe 
des X , car Tabscisse , a I'origine de la normale , est 

d'apr^s les equations (i) et (2). 

Cette propriete , qui est commune a toutes les courbes 
engendrees comme les cycloides (Noui^elles ^nnales, 
tomeX, page 212) , conduit imm^iatement a I'equation 
difierentielle des cycloides allongees , 

dont Tintegrale est 

R — Y I 

a: = R arc cos — ip sjd' — (R — xY- 

Rayon de courbure. — Le rayon de courbure en M 
etant design^ par p, en remarquant que D,y' = — ^> 
on a 

R (l-f-w'---2/JC0S(p)' 

^ ' ' n n cos (p -^ I 

(il faut prendre le signe -f- pour les arcs con vexes vers 
Ox , et le signe — pour les arcs concaves , si Ton veut 
que p soit positif). p est evidemment minimum en A ou 



J 



r 
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(p = o et p = ^ -t et 11 est iniini en 1 ou n cos (p = i . 

L'equalion (3) donne 

• « . / • . xfiH-'z^ — 2/? cos©)"' 
Dc3 p = it R sm <p (/I cos <P -1- /i' — 2) ^ r— i — 

^ ^ ^ ^ ^ ' 1^1 — n cos(p)^ 

Sur AI, Dy p est positive (il faut prendre le signe -h). 
Si 7» ^ 2 , Dy p est negative de I en S ou elle change de 
signe a cause du facteur sin (p (il faut prendre le signe — ) ; 
done p est minimum au point S. Si « <^ 2 , D^ p , d'abord 
negative quand q croit a parti r de (pj , change de signe 
lorsque (f passe par la valeur q?,, qui est determinee par 
Tequation 

2 — /l' 

cos cp = ? 

n 

et reste positive jusqu'a ce que (p atteigne la valeur tt, 
puis devient ensuite negative; done p est minimum en uu 
point H de IS, dont les coordonnees sont 



(double de I'ordonnee du point I) , et maximum en S. 

Dei^eloppees . — II resulte de ce qui precede , que la 
developpee de Fare ASAi a des branches infinies dont les 
asymptotes sont les normales aux points I et Ii (syme- 
triques de I par rapport a SP) , un point de rebrousse- 
ment sur le prolongement de SP, et , quand /^<C 2 , deux 
autres points de rebroussement qui repondent a H et a Hi 
(symetrique de H par rapport a SP). 

D'apres les equations (i) et (2), celle de la normale en 
Mest 

(4) Ji sin<p -h x, (« — cosy) — Ry(/2 — cos«p) = o, 

Xx et y^ etant les coordonnees courantes. Par Telimina- 
lion de (p entre cette equation , et 

^5) Yx COS9 + JPi sin f — R (« -f- cp sin 9 — cosy) = o-, 
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que I'on forme en egalant a zero la derivee du premier 
mcmbre par rapport a ^, on aurait T^quation dc la de- 
veloppee. Mais cetle equation est tris-compliquee , et il 
serait preferable de rechercher la forme de la developpee 
au moyen des valeurs de Xi etj, qu'ou tire des deux Equa- 
tions (4) et (5), 

jc, =: R « i- Sin cp I > 

\ // cos «p — I / 

el 

(/I— cosy)» 
n cos y — I 

Ges valeurs donnent, pour les points de rebroussement 

B et D , jr = R . , et J- = R , > qu'il est facile 

de construire \ et , dans le cas de /i <[ 2 , pour le point de 
rebroussement C, a: = R(p, -f-2«i/i — (— J, 

j^ = — 4{R — ^w)' ^^^^ ^* comparaison avec les coor- 

donnees de H montre qu'en ce point le rayon de courbure 
est triple de la normale. 

On vol t, du reste, par la discussion m6me de la cycloide, 
que la developpee a : i** une branche infinie BR, concave 
vers Ox, repondant a AI; 2° une autre branche infinie 
FV, egalement concave vers Ox, repondant a IH seule- 

ment si n <^ 2 , et a IS si n !~ 2 ; 3° lorsque /i<^ 2, uu 

arc FD, convexe vers Ox, qui repond a HS, et dispa- 

rait quand /i ~ 2. Enfin, on remarquera que si n variait 

depuis 2 jusqu a i , les points F et F, , d'abord reunis sur 
SP avec D, s'ecarleiaicnt dc SP et tendraient vers A et 
Ai , sur Ox, cfi nicme temps que les asymptotes s'incli- 
ncraieiit sur Ox et tendraient a s'y confondre. 
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Arc^ — On a , en designant par s Tare AM , 

ds-=: a ^I-h /i'— - 2« COSf .e/^; 

d'ou , en posant y = tt — 2 1|/ , 



ils 



On voil, d'apres cette derniire expression de ds.y que la 
rectification de la cycloide dont il s'agit se ramene a 
celle d'une ellipse dont les demi-axes sont 2a(n + i) et 

ia{ii — i). En integrant depuis - jusqu'a ^, qui repon- 

dent a f = o et a f , il vient , par une notation connue , 

•="(-")K^)-<^'*)]' 

et consequemment I'arc AS est exprim^ par 

Segment. — Si Ton designe par A le segment OAMM', 
on a 

dK = a^{n — cos<p)*rf<p; 

et, en integrant de maniere que f = o donne A = o, il. 
vient 

A=:rtM ('*'+-) <p — 2/isin^-l- ^ sin 2y > 
d'ou il suit que I'aire OASAjOi a pour mesure 

27rfl' ( /I'-h- ) =r 27rR' + tr«'. 

n. — Cycloides raccourcies. — Le point G est hors du 
cercle C , de sorte que n<^i. Toutes celles des Equations 
pr^cedenl^es qui ne supposent pas /z>i, s'appliquent 5 et 
nous en deduirons brievement les principaux caractires 
A<i ces courbes , qui sont encore comprises enire les paral- 



( 4o ) 

lelcs kOx dont les equations sont 

jr=Rzf:a{L et V). 




Soienty et (f" les valeurs de (p, comprises entre o et -, 

qui rendent nuUesj^ et x^ c'est-a-dire qui satisfont aux 
equations n — costp = o et n(^ — sin y = o , et dont la 
premiere 9' est moindre que la seconde qj", puisque 
n — cos y est la deri vee de /i ^ — sin y ( th,eor^me de Rolle) . 

Lorsque y croi t de o a (p' , a* decroi t de o a — a (sin 9' — n ^') , 
car \^^x<^o\y croit de — (a — R) a o, car D^j^]>o; 
ety' decroit de o a — 00 , car Dj,^^' <^ o. On a done Tare 
AB touche en A par la droite L , en 6 par une parallele a 
O^, et concave vers les deux axes. 

De (p=(j>' a (p = 7r, j: est d'abord negative jusqu'a 
y = y", ensuite positive, et toujours croissante, car 
D^jc^o, j^ croit de o a R-}- a, car ^^^y^o ; ^ly* de- 
croit de Too a o, car Dp^'<^o. On a done Fare BS qui 
coupe Oy en D, dont Tordonnee est R — a cos (j)", touche 
L' en S, et est concdve vers Ox, y continuant de croitre 
jusqu'a 2Tr, on a SBi A, symetrique de SBA, et la courbe 
comprend une infinite de parties telles que ASAi. 

Le rayon de courbure est encore evidemment minimum 



en A , ou sa valeur est 



a 



\ et il est maximum en S , 



ou sa valeur est -^-^ ^ ? car D^p passe du positit au ne- 



a 
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gatif quaud y franchit la valeur tt (c'est le signe — qu'il 
faut prendre devant rexpression de p). 

La developpee a deux points de rebroussement I et F 
correspondant a A et S-, elle touche I'axe des x en un point 
correspondant a 6, et dont Tabscisse est x^ = Rf^ ainsi 
qu'en un point symetrique de celui-la par rapport a SP; 
et elle est par tout convexe vers Ox. 

Enfin, on remarquera que 1' expression de A fournit, 
par exemple , Taire de OAB -t- OBC -h OCMM', le point 
M repondant a la valeur que Ton donne a (j). 

Note. M. Cb. Forestier, agrege des seiences mathematiques, professeur 
an lycee de Brest, a envoye anssi une tres-bonne et instructive solution 
de cette question. L'insertion ferait double emploi ou interromprait la 
suite des travaux que nous devons a I'obiigeance de M. Dieu , professeur 
a D^on , qui vient d^Stre nomme professeur k la Faculte de Grenoble. 

Tm. 



CONGOURS DAGR^GATION, ANNEE 1847; 

Par M. dieu, 

Agrege, docteur es sciences. 



( Extrait des Nowelles Annales de Mathematiques , tome XI . ) 



COMPOSITION DE M^CANIQUE. 

Determiner le mous^enient d'une sphere pesante ^ ho- 

mogene, sur un plan horizontal, en ayant egard au 

frottementy et en supposant que ce mouyement result e 

de cerlaines vitesses initiales de translation et de rota^ 

tion imprimees a la sphere d'une maniere quelconque, 

m 

Nous prendrons le rayon de la sphere pour unite de 
longueur. Sa masse sera designee par m; et le plan ho- 

rizontal sur lequcl elle roule sera celui des xj. 
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Soient^ a la iiii dc la duret^ t comptee depuis le com- 
mencement du mouvement : 

x^y les deux coordonnees du centre M de la sphere qui 
sont variables (le z est constamment egal a i) ^ 

C le point de la sphere qui est sur le plan xy ^ 
II , (^ les composantes parall^les aux axes des x et des y 
de la Vitesse de M, dont la direction est parall^le 

kjcy, 

MA Taxe instantane de rotation , et <3c , |3 , y les angles 
qui determinent sa direction \ 

ot) la Vitesse angulaire autour de MA, et p, q^ r ses 
composantes autour des paralliles menees de M 
aux trois axes. 

La vitesse absolue de C est la resultante de la vitesse 
relative de ce point autour de MA, dirigee suivant la 
partie CD de la trace du plan CB, perpendiculaire a MA, 

sur xj^ et de la vitesse du centre trausportee au point C. 
Si cette vitesse absolue n'estpas nuUe , a Tinstant que l*on 

considire, la sphere glisse en roulant sur ay, et le frot- 
tement fait varier le mouvement; tandis que si cette 
vitesse est nuUe , la sphere roule sans glisser, il n'y a pas 
de frottement, et le mouvement ne yarie pas. Nous sup- 
poserons d'abord qu'il y a un frottement, dont nous de- 
signerons par mX, mY les deux composantes paralleles 
aux axes des x et desy, 

Les equations du mouvement du centre M sont 

M 1 = ''. 5 = ". 

car le poids de la sphere et la resistance du plan xy se 
detruisent; et celles du mouvement de rotation autour 
de MA sont 
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car les produits de -,-?-—? -/-» par le moment d'inerlie 
^ dt dt dt ^ 

-= ni de la sphere autour d'un diamelre, sont Ics moments 

des couples dus aux composantes de la rotation autour des 
parall^les menees de M aux axes des coordonnees , et les 
moments correspondants de la force de frottemcnt appli- 
quee au point C sont o, — mX et m Y. 
Les equations (i) et (2) donnent 

dr dq 5 du dp 5 dt* 

dt~~ ' di "^ Q. dt^ dt 2 di ' 

et, en integrant depuis ^ = o , on a 

5 

r — . To = o, — (7 — 7.) = - (« — lit) , 

(3) { . 5 

/> — ;>.= -(p — Po), 

<<0 9 ^0) ^tc. , etant les valeurs initiales de u, ^, etc.. .. 

II resulte de ces trois dernieres equations que : Si le 
moui^ement de M etait rcctiligne et uniformey la sphere 
lournerait ayec une vitesse constante autour d'un de ses 
diamhtreSy pendant que ce didmktre se moui^rait paral- 
Ikleinent a une certaine direction, Eneffet, on aurait par 
hypothise 1/ = Mo ^ ♦^ = •^o 5 P«r suite , en vertu des equa- 
tions (3) , ^ = ^0 5 y^ = /?o vCt Ton a toujours r = /'o. 

On voit facilement que les composantes , parallMes aux 
axes des x et des j^, de la vitesse relative de C autour de 
MA , sont — q elp'^ celles de la vitesse absolue de ce point 
suivant les memes axes , sont done , d'apr^s ce qui a ete 
dit plus haut, u — q el vf-\-p. Or la direction du frot- 
temcnt est opposee a celle de cette vitesse ^ done on a 

X a — q 

. _- ;= , 

Y V -+-/? 
ou bien , en rempla^ant q et p par leurs valeurs tirees des 
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c'qua lions (3), 

X' ft — a 

si Ton represente par a et b (pour simplifier) les con- 
stantes donnees 

— et • 

7 7 

D'aillcurs, les equations (i) donnent 

X (III 

done on a 

dii dp 

r = 0, 

u — a V — b 

et, en integrant depuis ^ = o, 



(4) 


u — a i/q — a 




ou bien 






X 

— - = const. 



/^ 



Ainsi, la direction du frottement est. constante. Quand 
la vitesse de C ne depasse pas 4 metres par seconde, 
le frottement ne depend qiie de la ^ression (experiences 
de M. Morin) •, il est done conslapt en grandeur et direc- 
tion, et, par consequent, 

M decrity aii moins pendant un certain temps, et en 
general, une parabole tangente h la direction de sa 
vitesse initiate, 

f etant le coefficient du frottement et g la gravite , on 
a , d'apr^s les Equations pr^cedentcs , 

, ^ , du ^ u — a dv ^ V — b 

en posant \ = sl(^ — ^)*-h [^ — hy [a — a et \> — b 
sout respcctivement de memes signes que u — q eVv-^p^ 



( 45 ) 

par consequent, de signes conlraires a X et Y, et V doit 
^tre eonsideree comme positive]. 

D'aprfes la premiere de ces equations , du et u — a 
sont de signes contraires , de sorte que la composantc u 
augmente ou diminue, suivant qu'elle est moindre que a 
ou plus grande que a; et, d'apres la seconde, on pent en 
dire autant de i^ par rapport a i ; a et ^' tendront done 
respectivement vers a elb\ et Ton aura en meme temps 



u — a 



puisque / est constant [equation (4)j- 

Par consequent, 

Le centre M, apres ai^oir decrity en general, un arc 
de parabole, continuera de se moui^oir ayec une Vitesse 
constante sms^ant la tangente menee par Vextremite de 
cet arc. 

Vo designant ce que devient V pour it = Uq et i' = j'q, 
il resulte de T equation (4) , que 

M — a Uo-^— a V — b v^—* b 

et les equations (5) reviennent a 

du u^ — a' ^ __ r ^^ — ^ 

En integrant depuis J = o , on a 

ia\ r "« — *^\ ^ •'o — b 

{6) i/=«o— /g'.— Tp-^ t/=r>o— yg'.-i-— - /, 

qui donnent pour t la m^me valenr quand on y fait M = a 
et P' = 6 , 

Si cette equation donnait t= o , le mouvement de M se- 
rait imm^iatement rectiligne et uniforme; mais, eh 
general, Vo>o, et ce sera lorsque t atteindra la valenr 
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Y quo le niouvenient de la sphere changera de nature ^ 

comme il vienl d'l^lre dit. 

En reDipla9ant, dans les equations (6)) u el v par 

y- et — » et integrant de maniirc que ^= o donne 

ce qui revient a prendre pour origine le point ou la 
sphere touche d*abord le plan xy^ on a 

(7) x==tf„f-.--/^-^^^S ^ = p.r — -g^ A^/^; 

et, par relimination de f , il vient 

V 

(8) [(tfo — «}j — ("o— ^) ^'^-^Y {aoo—ba^) [tuy — v^x) = o, 

qui represente la parabole sur laquelle se trouve, jusqu'a 

t = 77^5 le point ou la sphere touche x;^. I^endant cette 

premiere parti e du mouvement, on connait: i^ les deux 
coordonnees de M, qui sont seules variables, par les 
equations (7)*, 2^ les compoeantcs u, p* de la vitesse de 
M, par les equations (6) ^ 3^ les composantes p et ^ de la 
vitesse angulaire autour de Taxe instantane, par les 
equations (3). La vitesse de M se d^duit ensuite facile- 
mcnt de u et v en grandeur et direction , et Ton acheve 
de determiner le mouvement de la sphere suf elle-m^me 
par les formules 

w = J/?* -h 7' 4- rj , cosa = -> cosp=-, cos 7 =r - • 

■ {•> &> o>> 

Mous^ement rectilfgne de M. Les coordonnees du point 

ou la sphere touche xy, quand la nature du mouvement 
change, se dcduisent dcs equations (7) en y faisant 
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t =-:r> et sont 

fs 

X =: • — t f = ^ — • 

= V 

Pour f ^ — ^ > on a 

> 2^ 

_ = «, - = b, 

d'ou 

et en prenant Tintegrale de celte derniere equation, de 
mani&re qu'elle soit satisfaite par les pr^c^entes valeurs 
de X et Aey^ il yient 

b ( tf Co — hufi ) Vo 

qui represente la droite sur laquelle se trouve le point 
dont it s'agit [on veriiie facilement qu^elle touchc la para- 
bole de Tequation (8)]. 

La vitesse de M , devenue constante , est representee par 

V^a' + 6*. On a , avec /• = r© , qui se rapporte aux deux 
parties du mouvement, 

pz=z , y = , 

d'apr^s les deux demieres equations (3) ; et Ton conclut 
facilement de ces valeurs constantes, celles de o) et de 
cos a, cos (3, cosy, par lesquelles le mouvement de la 
sphere sur elle-m^me est determine dans la seconde 
partie. 

Enfin, lorsque 2^0 = a, 1^0 = 6, les trois demieres 
equations , qui s'appliquent depuis le commencement dti 
mouvement, deviennent 

jr:=-'Xy /? = — Poj q^=Uo. 

Remarques. 1°. L'axe instantane de rotation restcra 
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toujours paralieio a xj^ s'il est d'abord parallele a ce plan, 

car riiypotiiise r© = o eiitraine que r= o [equation (3 ) ] ; 

2**. Le mouvement de M sera tout d^abord rcctilignc, 

non-seulement si Ton a i/o = a, {^q=z b^ mais encore si 

Ton a — = - = rt , n etant un nombre quelconque , ce 

qui renferme le cas precedent pour lequel fi= i. En 
effet, les coefficients de <*, dans les equations (7) , devien- 
nent ainsi proportionnels a ceux de f , et Telimination 
de t conduit a u^y — i^^^x = 0^ que Ton pent aussi deduire 
deTequation (8). 

Ce mouvement reste uniformement accelere jusqu*a ce 

que t = — — V wj -h t'J ; puis , passe Tinstant marque par 
cette valeur de t^ il devient uniforme et sa vitesse est 



Le cas de /7o = o , ^0 = 0, c'cst-a-dire dans lequel Taxe 

instantaae de rotation est d'abord vertical , se trouve com- 

5 
pris dans le precedent, et il repond a n = - (*). 




OA- 




(*) On peut voir, pour ce probleme, le M^moire de J.-A. Euler, in- 
titule : Recherches des mouvemenu d'un globe sur un plan horizontal (His- 
toirc de rAcademie de Berlin, annee 1768, pages 28/1 a 353) , et la Theorie 
des eJJTets du jcu de hiliaid, par G. Coriolis (chap. I**", pages 5i a 77). 
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GONGOIIRS D'AGRteATION AUX lYGEBS, ANNRE 1844 

Par M. DIEU, 

Agreg^y docteur to sciences. 
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(Extrait des Nouvelles Annales de Mathemaiiques , tome XI.) 



COMPOSITIOIV d'ANALYSE. 

Jntegrer les equations 



dy dx 

2 

el 



^^^^-"9^-^"" = ^ 



dr d^x idx ' r' 



dt 



dy d^ Y 
On elimine d'abord j^, — et -—- eutre ces deux equa- 
tions et celles qu'on obtient en les differentiant une fois, 
ce qui conduit k I'^quation lin^aire du troisieme ordre , 



d^x d^x dx ^ I r\ r* dt 

L'integrale de cette Equation est 

a et /3 representant, pour abreger, 4 + s/3 et 4 — >/3' 
qui sont avec 2 les racines de Tequation 

X=» — I o X» 4- 29 X — 26 = o , 
el T, Tj , T, etant des fonctions de t d^terminees par les 
Equations 

dans lescruelles (fit) tient lieu de ■ — - / , 

D. 4 
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L'^uation (i) est une des int^grales demandecs ^ pour 

avoir I'autre, on chasse de la premiere des equations 

dx 
donn^es J? et --p9 ce qui donne 

at * 

dont iHnt^grale est * 

-r r («— )^ r {^--^ i 

Quatre constantes sont ainsi introduites, mais elles 
doivent satiafaire a une equation de condition , et par con- 
sequent il n'y en a que trois qui soient arhitraires. 

COMPOSITION DE Ml&CANIQUE. 

Determiner les lois des petites oscillations d*an Jil 
flexible y inext^nsible , et sans masse, suspendu h un 
point fixe, et charge de deux points materiels pesants , 
en sifpposant que ces deux points naientpas de vitesse a 
Foriginie du mouuement, et quils se trouy^ent alors ai^ec 
le point de suspension sur une droite trhs^peu ecartee de 
la verticale. 

Chercher les conditions qui doii^ent etre remplies pour 
que chacun de ces points oscille comme un pendute 
simple, 

I. Soient 

m , m' les masses des deux points materiels ; 

Z, V les longueurs des deux parties du fil 5 

00 Tangle initial d'^cart 5 

M, M' les positions des deux points a la fin du temps t 
compte depuis Torigine du mouvement \ 

6, 6' les angles que les deux parties du fil font alors 
avec la verticale (ces^ angles sont po&iufs do 
c6t^ de So, et n^gatifs du cot^ oppose) . 



( 5. ) 

D'apris renonc^ , les deux parties du fil resteront coii- 
stamment tendues, soil quand elles seront sur le prolon- 
^ement Tune de I'autre , soil quand elles formeront un 
angle ^ et les points mat^riels ne sortiront pd9 du plan de 
Tangle do 9 done m se mouvra toujours sur la circonfe- 
rence de rayon / decrite du point de suspension comme 
centre, ^t, quand m sera en M, m' se mouvra pendant 
une dtlree infiniment petite siir la circonference de rayon 
I' cyerite de M comme centre. 

On pent considerer m comme libre , pourvu qu'on lui 
applique a chaque instant deux forces dirig^essui van ties 
deux parties du fil et egales a leurs tensions respectives. 
Or : 

g COS 0' -\- V -— I 

de la composante du poids de m' suivant la direction de 
/', et de la force centrifuge due au mouvement de m! rela- 
tif a 771 , et la composante de cette tension suivant la tan- 
gen te a Tare decrit par m , s'obiient en la multipliant par 
sin [B — B') \ car Tangle que cette tangente fait avec la 

direction de I' est toujours represente par --\-Q' — 0. 

jt 

2^. La composante de la tension de / suivant Ist m^me 
tangente est toujours nulle , et celle du poids de m est 
mg sin (?. 

Done , si Ton neglige les termes dont le degre surpasse 

deux en 0, B' -rex, -— ? qui sbnt continuellement des 
quantites tris-petites , on a requatipn approchee* 



(«) 






Pour en former tine second* , il snffit de rcmarquer que 
le mouvement de w', relatif aw, est, a chaque instant , 
celui d'un pendule simple de longueur /', a point de sus- 

4. 
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pension fixe, dont le point materiel pesant et de masse 
m' serait soUicite par une force acc^leratrice variable, 
toujours egale et contraire a celle de m. La composante 
de cette force, suivant la tangente a Fare decrit par m', 

est m'l -7Y . cos {Q — 9') , car cette tangente fait, avec la 

tangente correspondante a Tare decrit par m , un angle 
represente par db (0 — 6') ^ celle du poids de m' suivant 
la ra^me direction est m' g sin 9', et* celle de la tension 
de /' est nulle. Done, on a 



rf'0' I / . .d'B 



= -jrU9' + / 



dt' r \*=^ ' dt 



9 



au degre d'approximation qui a eteindique, et, en rem- 

£11 



d^9 
pla9ant -T-j- par la valeur que donne Tequation (i), il 



vient 

Afin.d'integrer simultanement les equations (i) et (2) , 
on multiplie par un coefficient X les deux membres de 
Tuned'elles, par exemple de la seconde, on ajoute en- 
suite membre a membre, puis, en posant 

on chasse , ce qui donne 

l(^7)"-;[-(-T)-.i^^]^i- 

Le coefficient de 0' dans cette equation est annule par 
deux valeurs r^elles de Tind^terminee A , Tune positive et 

moindreque y? I'autre negative, qui toutes deux ren- 
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dent n^gatif le coefficient de w^ en designant par — X, 
et Xj ces valeurs de X, par — k^ et — A, celles du coeffi- 
cient de M I y compris le facteur positif g [i-\ ) p et 

par Ml et u^ celles de la fonction u respectivement corres- 
pondantes, on a, au lieu des equations (i) et (2), les 
equations, de m^me forme Tune que I'autre, 

dont les integrales, prises de mani^re qu'on ait = 6' = 9(y, 

— = o et — = o, pour f= o , donnent les integrales 

particulieres des Equations (1) et (2), 

(4) — >,0' = 0o(i — >i)cosX-,r, 0-f-^iO' = Oo(H->j)cos^a/, 

qui satisfont aux conditions initiales. 

Ces deux integrales donnent, a chaqiie instant, au de- 
gre d'approxiniation indique , les valeurs de et de 0' qui 
determinent la position de m et celle de m'. On en deduit 

facilement celles de — l-r^ — '' -7-' et par suite les vi- 

dt d( * 

tesses absolues de m et de m\ dont les composahtes hori - 
zontales et verticales sont , pour 7w , — l-j-^ — 19 —^ et 

pour m', — /-7 I -T-f —lO-r — 10' -r-* Enfin, le 

^ ^ dt dt de dt ' 

point de suspension etant pris ponr pole , et la verticale 

de ce point pour axe polaire, on obtiendrait Tequation 

polaire de la trajectoire de m! par relimination de i , 

et 0', entre les equations (4), et 

que Ton trouve facilement ((p et p sont les coordonne'es 
de M'). 
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II. Chacon de$ points m et m^ oscillera comme un pen:- 
dule simple, si les Equations (4) donnent les m^mes va- 
leurs de 6 et de 6', pour des valeurs de t en progression 
par difference de raison quelconque a , et commen9ant a 
une valeur quelconque de t. Or, cela exige evidemment 
que Ton ait 

(5) cosA-,f = cos Ai (r H- a), et coskjt=z cosAi(t-\-(x) 
pour toute valeur de f , et , par consequent , 

fii et n^ ^tant deux nombres entiers positifs , qu'on peut 
supposer premiers entre eux. Quand il en est ainsi , le 

rapport j- est commensurable ; et , reciproquement*, si 

Hi et rif etant deux nombres entiers, les Equations (5) 
sont v^rifiees par les valeurs 

t = t\ /'-i-a, ^' -f- 2a^ etc.,. . ., 
, , , . . 2/ii7r 2/?27r 

quel que soit le temps « , en prenant « = -—7 — = —7 — 

Done , il n'y a qu'une condition necessaire et suffisante 
pour que chaeun des points materiels oscille comme un 
pendule simple , savoir : que le rapport des quantites h^ 
et ki soit commensurable. 

On peut demontrer que si I'un des deux points oscille 
comme un pendule simple , il en sera de m^me de Tautre 
point. 
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GONGOURS D'AGREGATION AVX LYG^S, ANBtiB USO; 

Pae M. DIEU, 

A^rrege, docteur ^s sciences. 



(Extrait des Nouvelles Annates de Mathematitiues , tome XI.) 



COMPOSITION DE M^CAKIQUE. 

Premiire question. Un point materiel pesant glisse 
sans frottement sur une courbe liee h un axe vertical 
autour duquel elle tourne unijbrmement ; on demande it 
quelle condition cette courbe doit €tre assujettie pour 
que le point glisse d*un mouvetnent uniforme. 

Seconde question. Une droite sur laquelle un point 
materiel pesant glisse sans frottement, tourne uniform 
moment autour d\in axe horizontal auquel elle est liee^ 
determiner le moui^cment du point sur la droite, 

1®. Le mouvenxent du point sur la courbe tournant 
autour de Faxe est identique a celui qu'il aurait sur cette 
courbe rendue fixe, si on lui appliquait continuelle- 
ment une force egale a la force centrifuge proveuant de 
la rotation autour de Taxe ; done il s'agit de trouver la 
courbe pour laquelle la somme des composantes tangen- 
tielles de la force centrifuge et de la pesanteur est tou- 
jours nuUe. 

L'axe des z coi'ncidant avec I'axe vertical fixe et etant 
dirige de bas en haut^ si Ton designe par x^y^z les 
coordonnees du point a la fin du temps t , par ds FeliSment 
correspondant de la courbe, et par on la vitesse angu- 
laire cons tan te autour de Faxe des z , la composante tan- 

dz 
gentielle de la pesanteur est — g -j-'> et celle dc la force 
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centrifuge est w* ( a:^-f- j^ J, car les composantes de 

cette force suivant les directions des axes sont arw', yui^ 
et o. Ainsi la courbe doit satisfaire a I'^quation differen- 
tielle 

gdz •=z (ii^ [x dx -+• y dy) y 

dont Fint^grale est 

3 

qui represente un paraboloi'de de revolution autour de 
Taxe fixe. Done, la condition demand^e est que : 

La courbe engendre, en tournant autour de Vaxe 
fixe, un paraboloide dont la distance du foyer au som- 

met soit egale <i - —• 

2 CO 

2®. La droite fixe ^tant prise pour axe des x^ et le plan 
du cercle de gorge de Thyperboloide engendre par la 

droite mobile A, pour celui des yz ;.l'axe des^ sera vertical 
et dirig^ de bas en haut , celui des j horizontal et dirige 
de maniire que la rotation de A autour de I'axe des x s'ef- 
fectue de celui des j* vers cJelui des z- Cela pose , soient : 

ft) la vitesse angulaire constante avec laquelle A 

toume autour de I'axe des x\ 
r le rayon du cercle de %<iv%^ de rhyperboloide , 

^gal a la plus courtQ^- distance de oes deux 

droites j 

a \x d'un point B de A 5 

R la distance de 6 a Taxe des x \ 

d Tangle que la projection de R sur yz fait avec 

I'axe des y quand f = o ; 
a 1' angle constant que A fait avec I'axe des ^, et, 

a la fin du temps it, |3, ^ les angles variables 



r 
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que A fait avec les deux autres axes de coor- 
donnees ; 
x^ y^ z les coordonn^es du mobile , a la fin du temps t\ 
s la longueur (prise avec le m^me signe que x) 

de la partie de A comprise entre le plan yz 
et le point (x, j^ z), 

A la fin du temps f , qui sera compte k partir de Tin- 
stant ou la droite A coupe Oy^ ks coordonnees du point 

ou elle perce yz sont 

o, rcosft)/, rsinw^; 

et celles de B sont 



done 



R cos ( 5 -I- w — '' cos wr 

cqs 6 = cos a . ^ 5 

a 

R sin (^ 4- « f ) — r sin « t 

cos 7 = cos a . ^ 9 

' a 



et 



cosS cos 7 

r = ^ a:-f- rcoswf, s== ^.a?-t- ''smw/. 

cos a cos a 

D'ailleurs, en prenant convenablement le sens des x po- 
sitives, on a 

X ^=z s cos a . 

Les composantes paralleles aux axes de la force centri- 
fuge sont, pour le point (x^ y^ z)^ 

O, oa'/, w'z; 

done la composante de cette force suivant la droite A 
est exprimee par 

w' ( / cos p -i- 2 COS7 ) , 
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ce qui revient a 

/ . • , Rcos^ — r\ 
wM ^ . sin' a 4- r cos a . j 9 

d'aprte les equations prec^entes , et eu ^ard a ce que 
cos* j3 4- cos* y = sin' a. 

Enfin, la composante de la pesanteur g suivant la 
droite A est 

R sin(d-f- «^) — rsin»r 



— ^cosa 



a 



D'apris cela , requation du mouvement suivant la droite 
A est 

d'^s . . Rsin(^-hwf) — rsin&>^ 

_- w'sin'a.5=: — ff cosa. ^ '■• — 

dt^ ^ a 

Rcos5 — r 

-h rw' cos a. • 

a 

On voit facilement que, C, C! d^signant deux constantes 
arbitraires, I'integrale de cette equation est 

s=iC€ -JfCe 

Rsin(^-f- «f) — rsino)^ rcosa.fRcos^ — r) 

H-g'COsa. ♦ ' -, . . , X ^— r- ^ 

. aw'(iH-sin*a) /zsm^a 

(e est la base des logarithmes neperiens)^ et , par suite, 
on a, en designant par v la vitesse du mobile a la fin du 
temps t , 

/ ^ w * sin a ^, — w if sin a \ 
p = wsina»^C<? — Ue ) 

R cosf^-h wf)— rcoswr 

H-ffCOSa. — ; — • . , , • 

aw(i4-sin*a) 

Ces deux formules donneront les valeurs de 5 , ^, a un 
instant quelconque, quand on aura d^termin^ C, C, 
d'apres les valeurs initiales; eUes feront par consequent 
connaitre le mouvement du point materiel sur la droite A, 
dont la position sera d^terminee par les coordonnees du 
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point ou elle perce le plan yz , et les valeurs correspon- 
dantes decosa, cosjS, ou, si Ton aime raieux, on cal- 
culera x^ y^ z au moyen des equations qui ont d'abord 
ile posees. 

Si C ^ o , le terme qui contient e^ *in « ^ comme fac- 

teur, flnira toujours par dominer dans les valeurs de s et 
de ^ qui croitront ind^finiment avee t. 

Si C = o , ee seront au contraire les lermes con tenant 
les lignes trigonometriques qui domineront a la longue, 
de sorte que le mouvement tendra k devenir oscillatoire. 



CONGAdS D'AGRtoATION AlIX LYGEES, ANN^B 1849, 

Par M. DIEU, 

Agrege , docteur ds sciences. 



(Ex trait des Nouvelles Annales de Mathdmatiques, tome Xi.) 



COMPOSITION DE MilCANIQUE (*). 

Deux points materiels pesants s'attirent en raison 
directe des masses^ et en raison immerse des parres des 
distances / ils ont des vitesses initiates paralleles et di- 
rigees dans un meine plan vertical : determiner le mou- 
vement de ces points dans le a)ide. 

II est d'abord evident qu'ils ne sortiront pas du plan 
vertical des vitesses initiales. 

Soient : 

w, ra' les masses des deux points, et m -h m' :^ /i*i 5 
1^0? ^\ l^s vitesses initiales de m el m^\ 



(^) La composition d*analyse de I'annce 18/19 sc trouve a la page 20. 
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G le centre de gravite de ces masses a un instant quel- 

conque ; 
{v^ sera positive , m^ positive ou negative , selon qu'elle 

sera de m^me sens que i^o ou de sens oppos^). 

G se mouvra dans le plan des vitesses initiates comme 
un point materiel pesant et Hbre, qui partirait de la 
position initiale de G avec la vitesse 



m. 



parall^le a ^o (prineipe du mouvement du centre de gra- 
vite). Done, G decrira une parabole si cette vitesse n'est 
pas nuUe ou verticale, et une droite dans ces deux cas 
particuliers. 

Pour reconnaitre quels seront les mouvements de m 
et m' relativement a G, il faut : i° imprimer d'abord a 
ces masses* des vitesses egales et contraires a la vitesse 
initiale deGr, de sorte que leurs vitesses initiales devien- 
dront respectivement 



/w' . . . ni 



^ {♦'o — •''o), — — (t'o — ^); 

2° leur appliquer a cliaque instant une force acceleratrice 
egale et con tr aire a la pesanteur qui ferait suivre a un 
point materiel libre le mouvement du point G (principes 
des mouvements relatifs). Or la force acceleratrice ajou- 
tee ainsi^ detruisant I'effet de la pesanteur sur m et m', 
les mouvements de ces masses par rapport au point G ne 
seront dus qu'a leurs vitesses initiales relatives , et a leur 
action mutuelle. Mais cette action donne pour met /w' des 
forces qui sont toujours en raison inverse descarres des 
distances de ces points au point G *, car on a , d'apres une 
loi connue, 

w, //I, , 

r=:—pz= — p , 



(61 ) 

r, jO et p' designant les distances (//i, m'), (m, G) et 
(/w'j G), de sorte que les forces appliquees a melm' sont 
representees par 

mm'^y. I m^m'^ i 

(jt designant Faction mutuelle rapportee a Tunite de masse 
et a Funite de distance. Done : 

Les m6uuements relatifs demetm autour de G s'ej- 

fectueront y en general, sur des sections coniques a e/e- 

rnents constants ^ dont un foyer suwra le moui^ement 

de G] et ces coniques pourront, dans des cos particu- 

lierSy se reduire h des circonferences oua des droites. 

On a ton jours 

p' : P :: /w : w'; 

done : 

Les trajectoires relatives de m et m! autour de G sont 
des lignes homothetiques , dont le point G est un centre 
d'homothetie inuerse. 

11 resulte de cette exposition que des formules connucs 
donneront, a chaque instant, la position et la vitesse 
absolue de G, ainsi que la position et la vitesse de m 
et to' relativement a G. On trouvera la position absolue 
de m et m' par une addition de coordonnees , et la vitesse 
absolue de Fune ou de F autre de ces masses, en prenant 
la resultante de la vitesse relative et de la vitesse absolue 
de G transportee a cette masse. 

Si Fon applique le calcul a la question , on sera d'abord 
conduit aux conclusions qui precedent. Nous nc donne- 
rons pas cette application (il s'y presenle , pour la deter- 
mination des constantes arbitraires, des choses analogues 
a celles qii'on trouve dans la solution du probleme de 
Mecanique de Fannee i84i, Noui^elles Annales, tome.X, 
page 33o), parce qu'elle n'offre pas beaucoup d'inter^t 
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et qu'elle est fort longue , attendu qu'il faut consid^rer 
successivement un assez grand nombre d'hypo theses , 
quant aux circonstances initiales qui influent sur la na- 
ture des trajectoires et des mouvements de m et m' rela- 
tifs a G, et absolus. 

Nous dirons seulement que les trajectoires absolues de 
m et m/^ transcendantes dans tous les autres cas , sont 
algebriques dans celui ou les trajectoires relatives sont 
des paraboles. Enfin , nous ferons remarquer que, si I'on 
avait 

wt'o -4- m'j^'^ = O, 

c^est-a-dire si lesquantites initiales de mouvement de rn 
el m' etaient ^gales et de sens opposes , O ne bougerait 
pas, de telle sorte que les trajectoires absolues de m 
el w' ne seraieni autres que leurs trajectoires relatives 
a G. 



CONGOURS D'AGRfiGATION AIJX LYC^ES, ANNI^E <»S0, 

Pae M. DIEU, 

Agrcge , doeteur ^ sciences. 



(Extrait des Nouvelies Annates de Uaihematiques, tome XI.) 



Si line courbe h double caurbure a sa premiere cour^ 
bare constantey le lieu geometrique des centres de cour^ 
bure se confohd av^ec VarSte de rebraussement de la 
sur/ace-enpeloppe des plans normauXj et reciproque- 
ment. 

he rayon de courbure R est donn^ pour chaque point 
M (Xj y^ z) de la courbe par la formule 



R^ = 



(/2''-Z>'')»-h j'^^ + Z 



//2 *> 
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en prenant x pour variable independante, et d^ignant 
par j^', j"^ z\ -z'^ lest derivees premiire et seconde de y 
et z 5 et , pui$que R est constant , on a 

Le centre de courbure A (^, >?, (I*) est determine pour le 
point M par F^uation du plan osculateur, celle du plan 
normal, et la deriv^e de cette derniire equation, sa- 
voir : 

(-4) (>j-r)r''-h(^-2)^"=i4-.r'* + ^'^; 

et le point B de Tar^te de rebroussement , correspondant 
a M, dontonpeut aussi representer les coordonnees par 
^, yj, ^, est determine par les equations (3), (4)? et par 
la d^riv^e de F^quation (4), 

(5) (>)-r)r"H-(^-^)^" = 3(y/'' + z'z"). 

Or, si Fon tire des equations (2), (3), (4) les valeurs 
de y? — J et de ^ — i, puis qu'on les substitue dans Fe- 
quation (5), on trouve que le resultat ne difFiSre pas de 
r^quation (i). Done on dedui rait des ^nations (3), (4), 
(5) les m^mes valeurs de f , w, ^ que des Equations (2), 
(3 ) , (4 ) » el , par consequent , B coincide m^ec A , quel que 
soit le point M de la.courbe donuee, ce qui demontre la 
proposition directe. 

La reciproque n'est pas plus difficile a prouver. En 
effet , pour que le lieu des centres de coUrbure se confonde 
avec Far^te de rebroussement dont il s'agit, il faut et il 
suffit, d'apres ce que nous venous de dire, que la courbe 
satisfasse a F^quation (1). Mais, en posant 

I -j. j'2 ^ z'2 :=, u^ {^fz" — z'f Y -f- y -h z'"" = P, 
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cette Equation devient 

Zvdu — udif = o, 

et, en integrant, on a 



on bien 



— =: const. , 



R = const. 



C. Q..F. D. 
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GONCeiJRS D AGRfiGATION AliX LYCEES, ANN^E (1843 (*)-, 



Par M. DIEU, 

Agrege , docteur es sciences. 



(Extrait d«s ^ouvelles Annalcs^de Haihematiqttes , tome XU.) 



Composition d'analyse. 

Troiiv^er Vequation des surfaceSy telles qucj si, d*un 
point donne A on abaisse une perpendiculaire sur un 
plan tangent, le rectangle de cette perpendiculaire et 
de la portion de la normale comprise entre le point de 
contact M et un plan P mene par le point A , soit equwa- 
lent au carre de AM. 

Si Ton prend A pour origine des coordonnees r^ctan- 
gulaires , et le plan P pour celui des ocy\x^ y^ z etant les 
coordonnees d'un point quelconque M d'une des surfaces 
demandees , 

representent respectiveipent AM, la distance de A au 
plan tangent en M , et la portion de la normale en M , qui 
est d^finie dans Tenonce \ mais il faut prendre, devant les 
deux derniires expressions , le signe pour lequel elles sont 
positives. 
'Les surfaces cherchees sont done celles qui satisfont, 

- - — -- — — ..■-■ ■- ■ — ■-■■■■ 

( ** )-'Nous ne donncrons, de cette annce, que la composition d'analyse, 
attendu que cellc de mccanique n'etait autre cho^ que Tanalyse du pen- 
diile conique. 

D. 5 
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soit a requatioii 

,T' -h J* -I- 3'^ =: z [Z — p.r — f/y) , 

(0 : "" 

dz dz 

zx — — \ryz — — h .ar^ -+- r- :•= o , 
da: dy 

soit a requation 

X^^X'-\-Z' = Z{z— px — <jrj), 

r/2 dz 

dx -^ dy 

Par la methode de M. Jacobi, I'integrale de Tequa- 
tion (i) se deduit de celles des equations simultanees 

dx dy dz 

zx fy x^ -h^^ 

qui sont 

y 

- == c, , .r' -f- j' -h 2;' = Cj ; 

X 

et cette int^grale est 

(3) a:^^y^^z^=^^(^^y 

(f design ant une fonction arbitral re. 
On obtient de m^me Ti^quation 

(4) ,j:^=:=(a:2^y^^z2y^fl\ 

\ "^ J 

dans laquelle ^ designe encore une fonction arbitraire , 
potir I'integrale de Tequation (2). 

Les surfaces comprises dans les equ^ltions (3) et (4) 
presentent deux caracteres communs : 

1^. Elles ontj pour centre, le point A ; car ces equa- 
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lions lie changent pas quand on remplace x, y^ z par 
— X, y^ z. 

tP, Le plan P ou xy est un plan diametral princi- 
pal ; car aes equations donnent deux v^leurs de z egales , 
et de signes contraires pour chaque systeme de valeurs 
de x^ J. ' 

Si Von coupe les surfaces comprises dans Vequa-^ 
tion (3) par des plans conduits suit^ant Az^ on a tou- 
jours un cercle dont le centre est A. En effet, pour avoir 
Fequation d'une de ces sections par rapport a Az et a la 
trace Ax' de son plan sur xy, il suflSt de faire dans I'^qua- 

tion 

xz=. x' COS 9 , J = j:' sin 9 

(0 designant Tangle x'Ax compte de Ax vers Ay)\ ce 

qui domie 

a:''.+ z^ = (p(tang0), 

equation qui represente une circonference , si 

(p(tang9)>o; 

I'origine A seulement, si 

y(tange) = o, 
et qui ne represente rien , si • 

f (tang0)<o. 

Enfin, on voit facilement que Torigine est un point 
isole des surfaces comprises dans I'equation (4). 



0. 
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CeRGOURS VAfiRKGitTION ASX LYGEES, ANNIES 1842 

ET 1848 (*); 

Par M. DIEU, 

Agrege, docteur es sciences. 



(Extrait des Nouuellcs Annalesdc Mathemaiiques, tome XII.) 



1848. — Composition d' analyse. 

Parmi toutes les courbes planes de m^nie longueur /, 
guise terminent .h deiix points donnes A, B, determiner 
celle qui a le plus grand moment d'inertie par rapport 
h AB. Calculer Vaire de la portion de plan comprise 
entre la oourbe et la droite AB, ainsi que Vaire de la 
surface qui serait engendree par la courbe si elle tour- 
nait autour de cette droite en faisant une resolution 
complete. 





J 


M 


\ 


A 




\ 


y 


C ] 


V — 







AB etant prise pour axe des x , et la perpendiculaire 



(*) La m6me courbe repond au probleme dc mecaniqac de iS/p et an 
probl^me d'analyse de iS^Sj c*est pour cola que nous les avons reunis. 
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en A pour axe des y^ le moment d*inertie dont il s'agit 

est represent^ par I jr^ds^ et, d'apris les principes du 

Jo 

calcul des variations, la courbe demand^e doit ^tre de- 
termini au moyen de F^quation 



X 






X etant une constante qui depend de la longueur don^ 
nee /. 

En inter vertissant Tordre des operations indiquees par 
les signes J et I , et faisant , pour plus de facilite, varier x 
et y^ on deduit de cette equation 

attendu que dx et dy sont nuUes aux limites. 

Suivant les principes auxquels nous venons de ren- 
yoyer, on a une Equation diflGSrentielle de la courbe de- 
mands, en posant 

On pent egaler a zero soit le coefficient de Sx^ soit 
celui de dy\ car les deux Equations ainsi form^es rentrent 
Tune dans I'autre^ il faut choisir la moins compliqiiee. 

Une premiire integration donne 

ds 

c etant une constante arbitraire ; et Ton tire facilement de 

/>. 5* 
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cettc equation 

Avaiit cValler plus loin, il convient de remarquer : 

1^'. Qu'a cause du double signe dont le radical est af- 

fecte, et de ce que la quantite sous le radical ne contient 

que c^\ il suffit de supposer c ^ o ; 

2^. Que X' doit surpasser c' pour que de tres-petites va- 

leurs de j^ ne rendent pas -^ inoiaginaire ; 

3°. Que i ne peut 6tre negative, parceque, dx etant 
positive quand x croit de zero a AB et y^ ^tant necessaire- 
ment croissant a partir de zero, si X etait negative, le 
radical croitrait toujours et dy ne changerait pas de signe, 
attendu qu'il n'y aurait aucune raison pour passer d'un 
signe a 1' autre devant le radical ; de sorte que j ne pour- 
rait devenir nuUe pour a:= AB, tandis qu'il faut au 
coutraire que cela ait lieu. 

II resulte de ces remarques que la valeur ^X -^- c est un 
maximum de y qui ne peut la depasser en croissant a 

partir de zero, sans que-^ ne devienne imaginaire. On 

posera , par consequent , 



(2) y z=i ^\ — c . sin flp. 

En substituant celte expression a y dans T^quation (i), 
on obtient 

c d^ 



dx 



i/X -f- c / X — c 

V'-) 



sin^'P 



si Ton rcgarde (p comme croissant a partir de zero , et si 
Ton convient de passer du + au — devant le radical de 
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Tequation (i) lorsque y passe par sa valeur maximum 

qui repond a (p = — Puis on a 



F etant la caracteristique de la fonction elliptique de pre- 
miere espice. 

D'apres la valeur prec^ente de dx^ Fequation 



ds =: ^^— dx 



devlent 



ctF 



ds z=i \/>-|-c.rf(p.i/i — 7 sin' f — dxy 

T A "T— C 

I 



E etant la caracteristique de la fonction elliptique de se- 
conde esp6ce -, ainsi la rectification de la courbe cherchee 
se ram^ne a celle deTellipsedontles demi-axes sont v^A + c 

et ^2c. 

y devient nuUe pour y = tc ; done on doit avoir 



2C 



et 



■Kv^)-*"' 



'^^■'(vl5)='-'"' 



ce qui determine X et c (*). 



(*) On emploie encore ici les notations de Le^endre; les fonctions F 
et E ont, comme on salt, pour ^srr, des yaleiirs doubles de celles 
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Les valeurs de y et de dx donnent 






et en integrant cette expression depuis y = o jnsqu'a 
(p = TT, on trouve, pour I'aire de la portion de plan com- 
prise entre la courbe et AB , 

c [log (VX -h c H- v^> — c)»— log 2c]. 

La difFerentielle de I'aire de la surface engendree par 
la (53urbe toumant autour de AB est itiyds^ or les va- 
leurs de y et de ds en fonction de 9 donnent 

cos'^ 



7,Tzyds-=: 27r(X--c) — ■ sin(prf<p; 

- -f- cos* «p 



v^ 



et, en integrant entre les limitesqui viennent d'etre in- 
diquees , on a 

pour I'aire de la surface de revolution dont il s'agit. 
Enfin , on a encore 



^=:^^>^^'-^[>-^(>-c)sin'y]siny. 

Rien n'est plus facile que de se faire , d'apr^s les ex- 
pressions de X , /, ^ et -^ en fonction de la variable 



qu'elles ont pour y = -» et ces dernieres sont exprimees par 



F 



(v/S^c)'Kv^)'"'""""'''"'*V? 
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auxiliaire (p , une idee exacte, tant de I'arc limite a A et B 
qui repond a la question , que de loute la courbe qui sa- 
tisfait a requation (i). En eflet : 

1**. (f croissant de o a tt, j: croit de o a AB, j croit 



d'abord de o a \l'k — c ( maximum qui repond ax= — U 



dr ^ \/V c^ , J\^ c 

puis decroit jusqu'a o, -j- decroit de ■ ■> — a ' 



dx c c 

IB d'r 

__, et ■■ 
2 dx^ 



, AB dW 

en passant par zero quand x = — ? et -j^ reste consiam" 



ment negative ; 

imft valftiir pt. 

dx 

traires pour des valeurs de (f equidifferenles de - aux- 



dy 

2^. y a la m^me valeur et — des valeurs de signes con- 



AB 

quelles repondent des valeurs de x equidifferentes de 

3^. Eniin (f = 91 el (jp = y, -h Att, ?i etant entre z^ro 
et Tu, et /i un nombre entier positif ou negatif ^ donnent 
des valeurs de x qui difftrent entre elles de Att, et des va- 

leurs de r, -^ et -j-^qui sont egales et de m^me signe, 
dx dx^ * 

ou egales et de signes contraires suivant que h est pair ou 

impair. 

Done : 

Varc AMB est concave rt>ers sa corde AB, et forme de 
deux parties sjnietriques par rapport a Vordonnee CM 
de son milieu M. . , 

Lajsourbe est composee d'une infinite de parties egales 
a AMB , siiuees Ics unes du cdtedes y positives, les autres 
du cdte des y negatives ^ comme une sinusotde^ et les 
points tels que A, B, etc.^ sont en menie temps des 
centres et des points d' inflexion. 
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1842. — Composition de m^caniqle. 

Demontrer quunjitjlexible honiogene et sans masse 
pent toiirner aiitour de la droite qui joint ses extremites 
fixes, en conservant wie figure permanentCj et deter- 
miner cette figure; on fait abslraction de la resistance 
de Vair et des frottements, 

Soient A, B les extremites fixes du fil ^ s'il tournait 
effectivement autour de AB, en conservant une figure 
constante AMB, ses points decriraient des circonferences 
dont AB serait I'axe commun, et ils auraient tous, au 
m^me instant, Va m^me vitesse angulaire, qui ne varie^ 
rait pas, d'ailleurs, avec le temps, puisqu'il n'y * pas de 
forces appliquees. Or, chaque sommet du polygone infi- 
nitesimal qu'il est permis de substituer a la courbe dans 
le raisonnement , pent etre considere comrae un point 
libre, si on Jui applique a chaque instant une force egale 
a la resultante des tensions des cotes contigus^ et cette 
force ne dilfere pas de la force centripete due au mouve- 
ment circulaire uniforme du sommet autour de AB^ de 
sorte que sa direction , qui est comprise dans le plan 
osculateur, coupe cette droite. Done le deiixieme element 
de la courbe, a partir de A, est dans le plan du premier 
et de AB ; le troisieme dans le plan du deuxieme et de AB \ 
et ainsi de suite. Ainsi , la figure A MB est plane , en ad- 
mettant qu'elle existe. 

Si Ton designe par T la tension du fil au point (x, y), 
par s la longueur de la partie qui est entre cc point et 
I'extremite A, enfin parco la vitesse angulaire constanle 
de tous les points autour de AB ^ et si Ton prend pour 
axe des x la droite AB, et pour axe des j^ la perpendicu- 
laire elevee en A a cette droite dans le plan mobile AMB5 
les composantos, suivant les axes de la force qu'ilsuffi- 
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rait d'appliquer a (x, j) pour pouvoir considerer ce point 

coinme libre , sent representees par D, . T -r- ? D, . T ^- 9 

^ * as as 

etcelles dela force centripete par o, — ^^y- Si la courbe 
AMB existait , on aurait done , d'apres ce qui precede , 
les deux equations 

du: cir 

as as 

et; reciproquement, le theoreme enonce sera demontre 
si Ton peut avoir une courbe qui satisfasse a Tequation 
deduite de celles-ci par Telimination de T, et qui passe 
en A, B. 

De la premiere de ces deux equations on deduit imme- 
diatement 

Ci designant une constante arbitraire. 

En effectuant les derivations qui ne sont qu'indiquees, 

doc rfy 

multipliant ensuite par — > -prespectivement,puisajou- 

tant, on a 

dT dy 

dont I'integrale est 

(2) T = c,-~-j% 



2 



en designant par Cg une seconde constante arbitraire. 

Enfin, par Felimination de T entre les equations (i) 
et (2), il vient 

ds ^ 



djc 



w^ . w= 



si Ton remplace Ci par c — ? et Cj par X — 
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Or cetlc equation est identique a la premiere des equa- 
tions differentielles qu'on a eues pour la courbe du pro- 
blenie prec^deut 5 done le iheorinae dopt il s'agit main- 
tenant est demon ti^, ainsi que cela a ete annonce plus 
haut, puisque non-seulement on pent faire passer la 
courbe par les points A, B, mais encore Tastreindre a 
une autre condition quelconque. 

II convient de remarquer qu'il peut y avoir de A a B 
deux , ou m^me un nombre quelconque d'arcs tels que 
AMB. 
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NOTE SlIR lES THBOREHKS QUI SERYENT BE BASE A LA 

RECTIFICATION BE8 COURBES; 

Par M. DIEU, 

A|;r^gc, docteur ^s sciences. 



(Extrait des Nouvelics Annates de MathSmadqaes , tome Xlf.) 



^ Courbes planes. 

On peut appliquer a une courbe plane quelconque la 
demonstration de ce tK^oreme, qu'on ne donne ordinal- 
rement que pour un arc de cercle : 

La limite dii rapport d!un arc indefiniment decroissant 
h sa cofde est egale h V unite. 

En effet, soient 

AB un arc de courbe dont rextr^mite A reste fixe 
et dont I'extremite B varie sur cette courbe ; 
5, c et i les longueurs de cet arc, de sa corde et de la 
bris^e ACB formee par les tangentes en A et B ; 
a le plus grand des deux angles adjacents au c6te AB 
dans le triangle ACB qui renferme Tare AB sup- 
pose assez petit. 

On a evidemment 

c = AC . cos A -f- BC . cos B , 

et, par consequent, 

c^/cosa. 

Mais on peut admettre que t^s\ ainsi rin^galite aui 
precede donne, afoi*tion, 

(i) c]>5C0Sa, 

D. 6 
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(I'ou 



COS a 

s 
c 



Done , comme - ne peul tomber au-de&sous de i , el coninie 
— tend vers i (limiie inferieare) , lorstjue a lend vers o, 



cos a 
on a 



lira - = 1 , 
c 

quand 5 lend vers zero. c. q. f. d. 

On demon I re de meme que : - - 

La limite du rapport de la difference ent.re un arc et 

sa corde an cube de Varc est inferieure a la moitie du 

carre de la courbure. 

Premierement , on deduit it fortiori de rinegalite (i) 

que 



a' 



ear cos a ^ i i et , par consequent , on a 

w '-?<j(-:)' 

D'autre part , les normales en A et B, a ]a courbe que 
Ton considere , se coupent en un point D de la circonfe- 
rence circonscrite au triangle AGB, el en designantpar a 
Fare AGB de celte circonference , dont lediametre est Ct) , 
on a 



"<(n5' 



d'ou 



(3) i^<(^- • 



i 



CD 



r 
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Si Ton multiplie membre a membre les megalites (2) 
et (3), il vient 



•'-'<r - 



s ^ ^ -^ ' CD 



«r tr s 



Or, - = - : - tend vers TuQite , et CD tend vers le 

sec ^ 

rayon de courbure R correspondant au point A, lorsque s 
tend vers zero ; done on a 

Urn . •■ <C - • "^m 

c. Q. F. P. , car la courbure en A est exprimee par -• 

D'apres cela : 

La difference entre un arc infiniment petit de courbe 
plane et sa corde est infiniment petite du troisikme ordre 
au moins par rapport h Varc, 

Aux points d'inflexion ou R est infini ,5 — c est infi- 
niment petite du cinquiime ordre au moins , si Ton re- 
garde - comme un infiniment petit du m^me ordre que s \ 
et notre demonstration tombe en defaut lorsque R = o. 

Courbes a double courbure, 

Ce qui precede s'etend h des courbes a double courbure. 
En effet, soient 

AB un arc de courbe quelconque ; 
5 et e la longueur de cet arc et celle de sa corde ; 
AC la projection de AB sur un plan P qui passe 
par le point A , differant du plan normal en 
ce. point et ne coupant pas la courbe entre A 
ct B •, 

G. 
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a et y les longueurs de AC et de sa corde 5 • 
ATet AS la tangeute a AB en A, el la projection de 

cetle tangente sur le plan P. 

Supposons que le cylindre projetant se d^veloppe sur le 
plan TAS en meme temps que AC se rectifie ; et soient 
encore 

AC la partie de AS sur laquelle s'etend AC ^ 
AB' ce que devient Tare AB, et il faut admettre que la 
longueur de cet arc ne change pas dans le de- 
veloppement du cylindre ; 
c' la longueur de la corde de AB' ; 

enfin a et a' les angles BAC et B'AC. . 

Les triangles rectangles ACB et AC'B' donnent 

7 = c , COS a , (T =zc' rcos a' ; 

et , par consiequent , on a 

s s a cos a 



(•) 



c c' 7 cos a' 



Or, lorsque s tend vers zero, -7 et - tendent vers Tunite 

(courbes planes) , et > tend aussi vers i, car a et a' 

se rapprochent tons deux ind^finiment de Tangle TAS 5 
done on a 

lim - = I , 

commQ pour une courbe plane. 
Secondement , F equation (i) donne 

s — c so» cos a — ■ c'7 . cos a' 

s stf, cos a 
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que Ton peui mettre sous la forme 



cos a' 
s — c s — c cos a r 0" — 7 



• — . — ■ ^ 

S S ff y S (T 



et, en divisant par 5*, il vient 



0- — 



cos a' 



IZli— ^^^^ cosa & /ffV <r — 7 



^) 



j'. tf^ ex — 7 s \s I a^ 

s tendant vers zero , - — - — et ^ tendent vers de 

certaines limites qui sont finies en general et inferieures 

respectivement a - • ^et - • - > si Ton repr^senle par R' 

et p les rayons de courbure de la transformee plane et de 
la pi'ojection de la courbe que Ton considere (courbes 

cos a' 

IV - A cos a c G c f 

planes I : en meme temps , , - et - = - cos a 

* -^ ' - *■ ' a— 7 s s s 

tendent vers I'unite ; done 



-. S — C ^ I / I I \ 



5=» 



et , par cons^uent : 

La difference entre un arc injiniment petit de courbe 
quelconque et sa corde est infiniment petite du troisieme 
ordre au moins , en general. 
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" ' iftoSSt^tMv^^ees de ses ex- 
^ta^i^^ plane. Plan 
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1. Si un point m ddcrivait I'helice en s'^Ioignant du 
sommet O du cone , a partir d'un point A de cette courbe, 
un point m qui decrirait simultanemeut la projection de 
Thelice sur le plan perpendiculaire a Faxe du c6ne et{>as- 
sant par le sommet , en coi'ncidant loujours avec la pro- 
jection de m sur ceplan, tournerait autour du sommet O 
dans un sens determine , facile a reconnaitre d'apr&s la 
position des points donnas Ao , Ai ^ et qui va nous servir 
a fixer le sens de nos notations. 

Lcs axes rectangulaires , que nous emploierons con- 
curremment avec des coordonnees polaires, seront : Ox^ 
la direction de Oni! quand m part du point A ; Oy^, la 
direction que prend la ligne 0/n', de longueur variable , 
aprSs avoir tourne de 90 degres autour du point O \ et 
Oz, Taxe du c6ne (on ne considere qu'une des nappes 
de cette surface). 

De plus, soient : 

^ I'angle, positif des Ox vers Oj et negatif dans le sens 

oppose, qui aura ete decrit par Oni! sur xy lors- 
que m sera parvenu sur Thelice au point quelcon- 
queM; 

r la distance Om, et r' sa projection OM' sur xj'^ 
y -I- d(f^ r-^r dr et r'n- dr' ce que deviennent y , r et r' 
quand' m a decrit encore un arc infiniment petit 
MN de rhelice, en continuant de se mouvoir dans 
le meme sens que de A en'M 5 

ds Tare ]VtN considere comme etant de liieme signe que 
yetrfy; _ 

^ Tangle constant, que Ton pent supposer inferieur a 
90 degres, sous lequel Thelice coupe les genera- 
vtrices du c6ne 5 

a Ic demi-angle au sommet du cone. 
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La g^n^ratrice ON, jen coupant le parallMe du cdiic qui 
passe par le point M, forme avec ce parallMe et avec Vh^- 
lice uu triangle coniqiie MIN, dont les c6tes sont egaux 
a d; dt\ do r^ dcf et ±: ds^ les signes sup^rieurs r^pondant 
a y >o, et les signes infi^rieurs a 9 <C o*, aux infiniment 
petits du second ordre pres , ce triangle conique doit 6tre 
considere comme un triangle rectiligne , rectangle en I , 
et ayant en N un angle egal k |3 ^ done on a 

(i) dr z^ r'dtf .cot p et dr=s ds.cos^, 

Le triangle OM'M fournit d'ailleurs 



r' = r sin a ; 



et, par consequent, la premiere des equations precedentes 
devient 

(2) dr = rdtf .sin a cot Py 
dont Tintegrale est 

(3) r=C.tf'^ '^, 

e designant la base des logarithmes neperiens , et C une 
ligne qu'il faut determiner ainsi que I'angle j3 , de maniere 
que riielice passe par les points donnes Ao, A, . 

L'equation (3) suffitpour represei;iter I'h^lice en coor- 
donnees polaires, parce que le rayon vecteur r fait con- 
stamment avec Oz Tangle a, ce qui rend inutile Tintro- 
ductiou d'une troisiime coordonnee. 

Pour determiner C et /3, on a 

^ o.8inc(Cot/3 . ^ o. sin a col /3 

TpizrCc'^ et r, = Ce^ , 

en designant par 905 ''0 et (ft , Vi , les valeurs de 9 et r qui 
r^pondent aux points Aoj Aj •, et Ton deduit de ces Equa- 
tions 



tang p = r -—.sin a, d — /o • " 1 



• 
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La premiAre de ces formules ne fournit pour j3 une valeur 

inferieure a -> lorsque Tj ]> r© (ce qu'on peut loujours 

admettre, puisque Ai d^signe celui des poinls donnes <Jue 

Ton veut), que si ^i ^^o; or, cela depend du sens dans 

lequel q) est positif , et la condition 91 > 90 > pour r^ > r^, 

determine precis^ment ce sens de la maniere convenue 

plus haut. 

QTous conserverons les lettres |3 et C dans le reste du 

calcul, en supposant qu'elles repr^sentent les valeurs 

delerminees par les formules qui precedent* 

• ^- 

L'equation polaire de la projection de I'helice sur xy 

(p61e O, axe Ox) s'obtient en substituant -. — a r dans 

^■^ ' ' ' sin a 

r equation (3), ce qui donne 

if\ in- 9? sin a cot /3 

(4) r' =z C SYXi OL . e^ '^ \ 

on voit done que : 

La projection de rheliee conique sur tout plan perpen- 
diculaire a Vaxe du cone est une spirale logarithmique. 

2. On peut arriver directement a la conclusion qui pre- 
cede, former premierement Fequation (4)j et en deduire 
r^quation (3). Pour cela, soient : 

P un point quelconque de I'helice , different de M ; 

P' la projection de P sur xy^ 

MD et PE les tangentes a Thelice en M et P 5 

M'D' et P'E' les projections de ces tangentes sur xy. 

Si Ton fait toumer le plan OPE autour de 0.z , lorsque 
OP sera dans la direction de OM , ce plan coincidera avec 
le plan OMD, puisqu'ils touchent tons deux le cone, Fun 
suivant OP, Tautre suivant OM; et, pourvu que le sens 
de la rotation soit convenable, PE sera alors parallele a 
0M, car les angles OPE, OMD, devenus correspondants, 



(86) 

sont egaux. Cela pose, concevons que les projeciions de 
OP el de PE suivent le mouvement de ces droiles •, OP' 
sera dans la direction de OM' en m6nie temps que OP 
dans celle de OM, et P'E' sera alors parallele a M'D', 
puisque PE est parallele a MD, ainsi qu'il vient d'6lre 
dif, Tangle OP'E' est done egal a OM'D', car le premier 
est devenu correspondant au second par Teffet seul de la 
rotation. Or ce raisonnement prouve bien que la projec- 
tion de rhelice conique suror^ est une spirale logariihmi- 
que, puisque la propriete essentielle de ce genre de spi- 
rales est de couper tous les rayons vecteurs sous un angle 
constant. 

Afin d'avoir la cotangente de Tangle OM'D', qu'il faut 
connaitre pour ecrire Tequation de la spirale, il suflit de 
remarquer que MD et M'D' se rencontrent en un point K 

de la trace du plan OMD sur xy^ et que les triangles 
MOK, M'OK sont rectangles en O^ en effet, il resulledo 
la que 

cot OM' D' : cot OMD, on col p : : /' : r, ou : : sin a : I , 

d'ou 

cot OM'D' = sin a cot p. 

D'apres cela, la spirale pent etre representee par Tequa- 
tion (4). 

Lorsque Ton considere avec un pen de soin la rotation 
qui vient d'etre indiquee, on voit que Tangle P'PE est 
egal a M'MD, car les cotes de ces angles devienncnt 
paralleles chacun achacun; ainsi : 

Uhelice conique coupe sous un angle constant les 
generatrices du cylindre parallele a Vaxe du cone qui la 

A 

projetie sur xy, 

Le cosinus de Tangle constant, qui est M'MD pour le 
point M, s'oblient facilcment j en effet, les triangles m> 
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tangles KM' M, OM' M et KOM douneiu 

MM' r 

cosM'MD = rrrr-? MM' = r COS a et MK=- — -, 

MK cos p 

d'ou 

cos M' MD r= cos a cos p. 

Cette propriete de Thelice conique est tres-remarquable ; 
on verra plus loia comment on eo deduit la direction du 
rayon de courbure et le plan osculateur. 

•3. Longueur (Tun arc; b et b^ etant les rayons vecleurs 
des extremites d'un arc BBi de Thelice , la seconde des 
equations (i) donne, en integrant de r = 5 jusqu'a 

(5) arcBB. = ^^^-^, 

cos p 

si I'ou suppose ii ^ & ^ done la longueur d'un arc quel- 
conque deVhelice conique est representee par V hypote- 
nuse d'un triangle rectangle y dont un des cotes de F angle 
droit est la difference des rayons vecteurs des extreniites 
de cet arc, et dans lequel I* angle aigu adjacent a ce 
cote est e gal a. ^, 

On pourrait aussi deduire la longueur de Tare BBi de 
celle de Tare B' B| de spirale logarithmique , qui est la 

projection de BBi sur x^; car, en designant par ds^ Tele- 
raent M'N' considei^e comme de m^me signeque rfy , on 
a evidemment 



ds = 



sin M' MD 



a tin infinimeut petit d'un ordre superieur pres , et puis-* 
que M'MD est un angle constant, 

arc B' B', 
arc BB, = -^-i^rj— 
smM'MD 

4. Aire du fuseau conique defini dans Venonce, Lei 
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surface du triangle conique MIN est infiniment petite 
par rapport a celle du fuseau MON, car MIN est moindre 
que le quadrilatire MINI' dont I'aire est exprimee par 

Ir-^ \drd(f ,sinay tandis que MON surpasse MOI 

dont Taire est exprimee par— r* d(f . sin a. Si Ton designe 

2 

par du le fuseau MON considere comme de mSine signe 
que f , on a done 

(6) e/«= - r*£/y . sin a, 

a un infiniment petit d'un ordre superieur pres, et, en 
rempla^ant d(f par sa valeur tir^e de I'equation (2), il 
vient 

du = - rdr . tang p. 

Or cette equation donne, en integrant de r = ^ jusqu'a 
r=bijei dans Thypothese que ij >• i, 

b] — b' 
fus. BOB, = -~^ — . tang p. 

On pour rait encore deduire la valeur du fuseau BOBi de 
celle du secteur B'OB[ de la spirale logarithmique , car 

on voit facilement que fus. BOBi = '-. *- 

^ sin a 

5. Transformie plane, Le c6ne ^tant pos^ sur un plan 
fixe , de mani^re qu il touche ce plan suivant une gene- 
ratrice , si on le fait rouler sans glisser, le li£U des points 
du plan sur lesquels viennent successivement se mettre 
ceux de I'helice conique est la transformee plane de cette 
courbe. 

On voit sans peine qu une tangentc MD a I'lielice, en- 
trainee dans le mouvement du c6ne , se confondra avec la 
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tangente a la transformee au point /jl correspond ant a M , 
en meme temp$ que OM se placera sur 0(iy et sans que 
I'angle OMD change de grandeur (le sommet O du c6ne 
ne se deplace pas sur le plan , parce qu'il n*y a pas de 
glissement) ; done : 

La transformee plane de Vhelice conique est une spi- 
rals logarithmique qui coupe ses rayons vecteurs sous 
r angle j3. 

D'apres cela, si O' est la position du sommet du c6ne 
sur le plan, et O' A^ la droite sur laquelle se place la ge- 
neratrice OA (1), en pren^nt O' pour p6le, O' A' pour 
axe polaire, et designant par ^ Fangle A'O'/x considere 
comme de m6me signe que y, ce qui revient a poser 
(f sin a = (p, r^quation de la transformee est 

dz 
6. Plan osculateur. Lorsque I'equation — = const. 

est v^rifi^e pour tons les points d'une eourbe, c'est-a-dire 
quand cette eourbe coupe sous un angle constant les ge- 

nera trices du cylindrequi la projette sur xy^ la formule 

fiz 
connue cos v = p.D, T- du cosinus de Tangle v que le 

rayon vecteur p correspondant au point quelconque 
(a:, y^ ^) de la eourbe fait avec Taxe des ^, donne 

vS cos V = o , d*oii V = — • 

Done, 1^ le rayon de courbure est parallele it jcy, et di- 
rige suivant la trace du plan normal dans lequel il est 

comprisy sur le plan parallble a xy conduit par le point 
(x^j^ z)j de sorte quil est perpendieulaire au plan qui 
touche en ce point le cylindre projetant; a** comme le 
plan osculateur est , en general , determine par la tangente 
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et par la direction du rayon de courbure, le plan oscular 
teur en {x^ y^ z) a une courbe qui remplit la condition 

dz 
exprimee par V equation -y = const. , est le plan con-^ 

duit suivant la tangente a cette courbe perpendiculaire- 
ment au plan quitouche en (x^ y^ z) le cylindre proje- 
tant. Enfin, on voit encore sans difficulte que la trace du 

plan osculateur sur xy est perpendiculaire a la projection 
de la tangente, et Ton conclut de la que Pinclinaison du 
premier plan sur le second est egale a rincUnaison de la 
tangente sur celui-ci. 

Or, en vertu de la remarque qui termine Fart. 2, tout 
ce que nous venous de dire s' applique, a Thclice conique ^ 
et fournit en descriptive une construction tres*-simple du 

plan osculateur, dont Tinclinaison constante sur xj.^ re- 
presentee par M'KM pour le point M, est d'ailleurs 
donnee par la formule sin M'KM = cos a cos j3 , d'apres 
la valeur qui a ete obtenue pour cosM'MD (2). On 
pourrait m^me arriver, par ces seules considerations, a 
Tequation du plan osculateur ] mais , a cause d^une am<- 
biguite de signes assez difficile a ecarter, il est preferable 
de suivre pour cela les principes generaux. 

Les coordonnees rectangul aires du point M sont ex- 
primees par /• sin a cos (f , r sin a sin ^ et r cos a , de sorte 
que r equation du plan osculateur est de la forme 

A (x — rsin acos«p) -hB(^ — r sin a sin (p) -f- z — rcos a ==0, 

.r , j'", z designant les coordonnees de ce plan, et A, B des 
fonclions inconnues de (f et r. Pour determiner A et B, on 
doit differentier deux fois cette equation par rapport a (p 
et r, en regardant x^y^ z comme des constahtes , ce qui 
donne d'abord 
A (sin <p — sin a cot p cos y) — B (cos y -h sin a rot p sin rf) 
— cos a cot p i=: o , 
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apres qu'on a remplace — par sa valeur liree de I'equa- 

tion (2) et supprime le facteur rsina, puis 

A (cos <p -f- sin a col p sin ^) -f- B (sin y — sin a cot p cos ©) = o. 

En tirant de ces dcax equations les valeurs de A et B, 
et en substituant cds valeurs dans la precedente, on ob- 
lient 

i(sln (jr — sin a cot p . cos y) X — (cos (p 4- sin a cot p . sin (p) y 
1 — cos'acos^S 
H r-z. 1 .zz=zr tang p. 
cos a sin p cos p 

Si Ton reraarque que le coefficient angulaire f y^ | de 

/\ 

la projection de la tangente en M sur xy est 

/ ^»f/Tx/\ cos (p -4- sin a cot p . sin y 

^ ^^ sm y — sin a cot p. cos 9 

on verifiesans peine, d^aprejs I'equation (O), et par rap- 
port a Tbelice conique, ce qui a ete etabli au debut de 
pet article relativemenl au plan osculateur de loute courbe 
qui coupe sous un angle constant les generatrices du cy- 

lindre projetant sur xj*^ on trouve aussi que le sinus de 

I'inclinaison du plan osculateur de Thelice sur j?^ est ex- 
prime par cos a . cos P •, enfin , on pent remarquer que 
le z a Forigine est proportionnel au rayon vecteur r. 

7. Rayon de courbure. Nous avons fixd d'une maniere 
generale, au commencement de Tarticle qui precede, la 
direction du rayon de courbure des courbes qui saiisfont 

dz 
a requalion -7- = const., et, par consequent, celle du 

rayon de courbure de Thelice conique; nous remarque- 
rons seulement encore que la projection de ce rayon sur 

xy tombe dans la direction de celui de la spirale logariih- 
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miquc suivant laquelle Thelice se projelte sur ce plan. 
Pour avoir la direction du rayon de courbure de I'helice 

en un point M de cette courbe , donl la projection sur xy 
est M', on menera done la normale en M' a la spirale lo- 
garithmique (*). 

Afin de determiner la grandeur du rayon de cour- 
bure, nous demon trerons d'abord le tbeoreme suivant : 

Les rayons de courbure de toiite courbe qui satisfait 

dz 
a V equation — = const, sont proportionnels h ceux de 

sa projection sur xy. 

En suivant toujours les notations qui ont ete adoptees , 
une formule connue donne 



-m-mV' 



car -jj = o d'apris I'hypotb^se 5 et Ton a d'ailleurs 



ds'' 



''=[mHmT 



el 

ds' = Ads , 

si Ton designe par p', ds' et k le rayon de courbure de 
la projection au point (a:, y) , F^lement correspondant 
ds^ de cette courbe , et la valeur constante du cosinus de 

I'inclinaison sur jcy de la tangente en (x, y^ z) k la 
courbe a double courbure. Or, en rempla9ant ds^ par 
kds dans Fexpression de p\ et en comparant le resultat 
avec Fexpression de jO, on a 

C. Q, F. P. 



( *) En descriptive; on obtient la direction de M'D' par la construction 
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[Nous avons cru devoir etablir cette proposition avec 
toute I'etendue qu'elle comporle, comme nous Tavons 
fait pour celles qui precedent et qui sont relatives au plan 
osculateur ainsi qu^au rayon de courbure. J 

D'apres cela , p representant maintenant le rayon de 
courbure de I'h^lice conique, on obtient de suite 

, . . r sin a 

(p) ? = - 



sin p . v/ 1 ~- cos' a cos' p 
car on a pour la spirale logarithmique , 

/>' = . /vTt^/TT (forinule connue) , 
^ sm OM K 

et , d'autre part ^ r' = r sin a, 

I sin^ 



sin OM' K = 



^ 1 -h sin' a cot' p y i — cos' a cos' p 

enfin . 

P =z I — cos' a cos' p ( i et 2). 

Ainsi, 

Le rapport - du rayon de courbure au rayon vecteur 

de rhelice conique est constant. 

Mais, pour construire geom^triqueraent le rayon de 
courbure en M, il convierit de prendre 

om\mk' 

^~ OK.M'kV 

qu'on deduit aussi de 

p' , OM' 

P = T-. et de p = 



k^ ^ sinOM'K 



du point K : OK est perpendiculaire a OM', et Ton a sa longueur, en d^ 
crivant un triangle egal a OMK dans lequel on <ionnaft le c6te OM et 
Tangle adjacent OMK = /3. 

D. 1 
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eu remarquant que 

sinOM'K = ^ c. ^=sinM'MK = ^. 

Les coordonuees du centre de courbure dependent de 
Tequatioii (O) du plan osculateur, de Tequation du plan 
normal , 



(N) 

et de 

(W) 



( sin cp — sin a cot p cos ^) .r 

(cosy+sinacotpsiny) J — cosacotp.z-f-rcot p = o. 



(cos (p 4- sin a cot p sin ^ ) x. 
H- (siny —r sin a cot p cos f)/ -4- rsinacot^p =: o, 



que Ton d^duit de la pr^cedente en la difTerentiant par 

rapport a y et r, puis en rempla^ant — par sa valeur 

tiree de Tequation (2). Les valeurs de x^y^ z, qui satis- 
font a ces trois equations, sont assez compliquees , et il 
n'est pas n^cessairc de les employer pour former F ex- 
pression du rayon de courbure : on voit en effet , avec un 
pen d'attention, que le plan (N') est perpendiculaire aux 

tracer des deux autres plans sur xy^ par consequent, au 
rayon de courbure^ el qu'ainsi ce rayon est la distance de 

M au plan (N') , ou de M' a la trace de ce plan sur xj , 
de sorte qu'on peut I'obtenir par la formule de la distance 
d'un point a une droite (en geometric plane) , en consi- 
derant seulement Tequation (N'). 

8. Lieu, des centres de courbure. Soient F et G les 
centres de courbure qui repondent aux points M et P de 
I'h^lice conique. Si Ton fait tourner autour de Or , de 
la maniere indiquee ,dans I'art. 2, la gen^ratrice OP, 
le plan OPE qui louche le cdne suivant OP, et le rayon 
de courbure PG 5 PG sera parall^lc a MF lorsque le plan 
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OPE coincidera avec OMD, qui louche le c6ne suivant 
OM, car PG rcste perpendiculaire a OPE, et MF est 
perpendiculaire a OMD: ainsi Tangle OPG = OMF. 

Comme on a d'ailleurs (7) — — == - ,_ ? les triaiicles POG, 

^ ' OP OM 

MOF sont semblables ^ de sorte que OG sera dirige sui- 
vant OF, apr^s la rotation, et que Tangle GOz = FOz^ 
puisque GOz ne varie pas pendant que OG tourue au- 
lour de O^. Done les points F, G, . . . , 5o/it siir un cone 
de rei^olution, dont Oz est Vaxe et O le sommet. D'autre 

part, F' etant la projection de F sur xjr^ Tangle en M' 
du triangle F'OM' est complementaire de Tangle con- 

stant OM'D', et le rapport , > ou ^ des cotes qui 

comprennent cet angle est aussi constant (7) ; par conse- 
quent, il en est de m^me de Tangle F'OM', ainsi que du 

OF' , , J. , 

rapport —p > c est-a-dire que cet angle et ce rapport nc 

varient pas avec la position du point M' sur la spirale 
logarithmique. Done, le lieu des points M', . . . , est une 

spirale semblable a la projection de Vhelice sur xy . 
Or, il resulte evidemment de la, d'apres cequi a etedit 
dans les art. 4 et 2, que 

Le lieu des centres de courbure de Vhelice conique est 
une autre helice de mdme espece, situee sur un cone de 
mdme axe et de mdme sommet. 

Si Ton designe par y et X les< angles M' et O du tri- 
angle F'OM', on a 

sin(7 4->) . .. ^' 

r-T — - 9 OU cos 7 -h Sin 7 cot A = — : 

smX ' ' p ' 

en rempla^ant siny ainsi que cosy par leurs valeurs 

tirees de tangy = sin a cot p, et — = par sa valeur 

P P 
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tir^e de la formule (p) , il vienl 

sin a 



tang \ =z — 



cos'asio p cos p' 

Nous supposerons, dans ce qui suit, que X represente 
I'arc compris entre - et tt qui est determine par cette 

formule. 

Soient encore ^ et R' les coordonnees polaires du point 
F'. On a ^videmment 

et le triangle F'OM' donne 

r'= R' ^^° ^J "^ ^^ = R' (cosX H- sin> cotv), 
sin 7 

ce qui devient 



/ T. / « / ^ — cos' a cos' 6 

^*^ V I — cos'asin'B 



apres quelques reductions, en remplagant sinX, cosX 
par leurs valeurs tirees de celle de tang X et cot y par 

-r-^« II n'y a plus maintenant qu'a porter ces valeurs 

de (pet r^ dans Tequation (4) pour avoir Fequation po- 

laire de la projection sur xj du lieu des centres de cour- 
bu re ; on obti en t a i n si 



, sin a /i — cos'asin'6 

tang p V I — cos' a cos^ p 



{tp — /) sin a cot /3 

CT 



Enfin , a' etant le derai-angle au sommet du c6ne sur Ic- 
qucl sc irouve le lieu des centres de courbure , j3' Tangle 
constant sous lequel cette courbe coupe les generatrices 
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de ce cone , et R le rayon vecteur du point F, on a 



tanga'=: ;-2- = — ^4/ - 

^ r' tang p V I 



— cos' a sin* p 

— cos' a cos* p 



et 



- , sm a*^ 



COSa (^^A) sin a cot /3 
COS a 

cette derniire Equation est Tequation polaire (dans Pes- 
pace) du lieu des centres de courbure. Tout cela peut 
d'ailleurs ^tre d^uit des equations (O), (N) et (N'). 

Notes. 

I. L'helice conique, comme Th^lice dont on trouve la 
monographie dans les Traites de calcul dilFerentiel, ap- 
partient a la clas&e fort remarquable des courbes qui cou- 
pent sous un angle constant les meridiennes d'une sur* 
face de revolution, et qu'on nomme, en general ^ des 
loxodromies. 

Si Ton convient de designer par r Tare de meridienne 
OM compris entre le sommet O d'une surface de revolu- 
tion quelconque, et le point M d'une loxodroniie trac^e 
sur cette surface, par r' la distance de M a I'axe Oz, qui 
est Tordonnee de la meridienne en prenant Oz pour axe 
des abscisses, et de conserver le reste des notations expli- 
quees dans Tart. 1 , on voit immediatement que les Equa- 
tions (i) conviennent a toute loxadromie. 

Les variables y et r forment un systeme particulier de 
coordonnees dont Tune s'exprime en fonction de I'aulrc 
par une simple quadrature , lorsqu'on a r' en fouction 
de r. Ainsi, par exemple, sur une sphire de rayon egal 
a Tunite de longueur, 



r' = sin r, 
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et la premiere des equations (i) donjie 

d'ou 



<p = const -f- tang 



P-'(tang^^. 



On deduit toujours la formule (5) de ]a seconde des equa- 
tions {i)y et, par consequent, la rectification d*un arc 
BBi de loxodromie ne depend que de celle de Fare de 
la meridienne compris entre les paralleles de la surface 
quipassent par les points B et Bi . 

II. Comme Thelice conique coupe sous un angle con- 
stant les generatrices du cylindre qui la projette paralle- 
lement a I'axe du c6ne, nous avons pu nous servir de 
quelques proprietes qui appartiennent , en general , aux 
helices cylindriques dont I'helice qu'on etudie ordinai- 
rement n'est qu'un cas particulier. Voici Fenonce du 
theoreme sur lequel nous nous sommes appuyes : 

Le rayon de conrbure d*une helice cylindrique a, 
en chaque pointy la mSme direction que le rayon de 
courbure de la section droite du cylindre^ et ccs deux 
rayons sont dans un rapport constant. 

La r^ciproque de la premiere partie est vraie. 

On d^uit de ce theorime le coroUaire suivant : 

Le plan osculateur d^une helice cylindrique est en 
cfiaque point perpendiculaire auplan qui louche le cj- 
lindre, et reciproquement. 

III. Le lieu des traces des tangentes a l* helice coniquc 

sur le plan xy est une spirale semblable a la projection 
de t helice sur ce plan^ et ce lieu est Venyeloppe de la 
trace du plan osculateur. 
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En effet : 

1°. L'angle M' OK est loujours droit , et roira 

OK. ^m-,,r 

— ;- = tangOM K = const. 

si^. La trace sur x^ du plan osculateur en M a rheliee 
coiiique passe par le point K , et elle fait avec OK un 
angle egal a OM'K, puisqu'elle est perpendiculaire a 
M'K, de sorte qu'elle est taugente au lieu des points K. 
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CONCOllRS D'AGREGATION AUX LYC^BS, KMti 1848; 

Pak m. DIEU, 

Agrege, docteui* ds sciences. 



Composition de M^canique. 

Un cylindre droit a bases circulaireSy de matiere hete- 
rogene, mais dont tons les points situes sur iine meme 
droite paraUele a Vaxe ont la meme densite , est pose 
sur un plan horizontal. Determiner le mouv^ement quil 
prend ^sous faction de la pesanteur, et en particidier le 
nious^ement du centre de grai^ite , ainsi que celuid^un 
point quelconque du rayon qui passe par ce centre. On 
fera abstraction dufrottement. 

I. Lorsqu'un cylindre droit quelconque, pose par unc 
ar^te sur un plan horizontal sans frottement, de maniere 
que son centre de gravite ne soit pas dans le plan vertical de 
Taretede contact , est abandonne sans vitesse a Taction de 
la pesanteur, les aretes ne doivent pas changer de direc- 
tion pendant le mouvement qu'il prend, et les bases doivent 
rester toujours dans les plans verticaux oii elles se trouveut 
d'abord^ carles forces qui donneraient a chaque instant 
a ce corps suppos^ libre le mouvement qu'il a dans son 
etat reel, savoir : son poids et la resistance du plan d'ap- 
pui suivant T arete de contact, sont des forces ojerticales 
qui ne peuvent consequemraent ni faire tourner autour 
d'un axe vertical , ni faire glisser dans la direction bori- 
zontale des aretes. 

Quand Ic cylindre est forme de filets homogencs pa- 

rall^les aiix aretes, son mouvement ne dt^pend pas de sa 

hauteur, ou, en d'autres termes, un tron^on compris 

entre deux plians perpendiculaires aux ardtes, s'il etait 

D. 
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detache du resle, prendrait d'abord et aurait continuel- 
lemcnt ensuite un mouvement identique a celui qu'il a 
dans son ^at reel. En effet^ si le cylindre, au moment 
ou on le pose sur le plan , ^tait coupe en un nombre quel- 
conque de tron^ons egaux par des plans perpendiculaires 
aux aretes , et si ces tron^ons etaient sans action les vins 
sur les autres , il est clair quails prendraient tons le m^me 
mouvement; or la juxtaposition des parties ne* saurait 
alterer ce mouvement commun , car elle ne pent produiro 
ou amener aucun frottement, et il ne sera pas altere da- 
vantage par la liaison complete qui reconstitue le cy- 
lindre. 

D'apres cela , il suffit pour resoudre le probl6m§ pro- 
pose de considerer un tron9on detache du cylindre par 
deux plans perpendiculaires aux aretes ] nous pourrons 
supposer ce tron^on infiniment mince et le regarder 
comme un cercle compost de points materiels inegalement 
pesants, pulsque le cylindre dont il s'agit est de revolu- 
tion; enfin nous pourrons prendre la section circulaire 
con tenant le centre de gravite G du cylindre, qui est equi- 
distante de ses bases , et dont le point G sera aussi Ic 
centre de gravite. 

II. Soient, a la fin du temps t ecoule depuis que le 
mouvement a commence, 
C la position du centre du cercle qui touche alors en A 

le plan horizontal ; 
M un des points materiels dont il se compose ; 
f la force variable , dirigee suivant AC, qui represenie 

la resistance du plan : 
et, par rapport a la trace invariable du plan du cercle sui' 
le plan horizontal et a un axe vertical, pris pour axes 
des X et des y d'origine O, soient 

x^ Fabscisse des points A et C (I'ordonnee de C est 
loujours egale au rayon ) ; 
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Xi 5 yi les coordonnees de G •, 

Xj y celles de M. (Ces deux derniires varient avec le 
temps comme les precedentes, de plus avec la 
position de M dans le cercle.) 
Nous designerons en outre par a le rayon du cercle , 
par m sa masse et par jx celle du point materiel M. 

En appliquant au cercle la force/", on pent le consi- 
derer comme libre et Ton a les equations 

(1) 2.p— = o, 

d'^Y 

(2) /— ^g — 2.f*— = o, 

(3) x'f— mgx, + 2.fx I J- -^ — 

qui expriment Tequilibre des forces perdues. [g repre- 
seate la gravite et le signe 2 indique une somme qui s'er 
tend a tons les points du cercle. ) 

On deduit immcdiatement de Tequation (1) que .rj= a, 

dx 

a etant une constante , car — est nul pour t = 0. 

Done le centre de gras^ite du cjlindre ne quittera pas 
la verticale sur laquelle il se troui^e d^abord, et ne pourra 
que s'elever ou s 'abaisser sur cette droite, 

L'elimination deyentreles equations (2) et (3) doniio 

en remplacant x^ par a . 
Soient encore : 

;• et 0- les coordonnees polaires du point quelconque M 
du cercle par rapport a I'axe vertical CA et au 
point C pris pour pole (0 est positif en tour- 
nant autour de C dans le meme sens que de Ox 
vers O y autour du point O) ; 
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Ti et 6i les coordonnees polaires du centre degraviicG. 

/*i est constant , r ne varie qu avec la position dc M 
dans le cercle, 9i qu'avec le temps, et Q varie des deux 
mani^res. 

On a ^videmment 

ia/=: a — r, sinOi, 
X == a — rj sin 0| -f- r sin G , 
y = a — rcosO. 

Substituant ces valeurs dex', x eiy dans Tequation (4 ) , 
on ayant egard a ce que 

dB d&i 

-r- = — ;- 9 2 . ar COS 9 = mr, cos 0| , . . . , 

dt lit ^ 

ainsi qu^au mode de variation de r, et 6i , et mettant 
m ( /r' -f- r* ) au lieu de 2 . fz r * (moment d'inertie du cercle 
par rapport a son centre), il vient, toutes reductions failes, 

d^Q /dQ \ * 

(6) (/t» + r^sin«0.).— ' -f-r;sinO,.cos0..(-~-j -^-g^nsinO, = o. 

Cette equation est susceptible d'abaissement , car elle 
ne contient pas t d'une mani^re expHcitej pour arriver 
de suite a une equation lineaire du premier ordre, il 
sufiit de poser 

d'oii 

d^ rfC 

dt' """ rfO,* 

• En substituant dans I'^quation (6) , on trouve 

. d^ 2 rj sin ©I cos 01 gr, sin0, 

^"^^ ^"*" >t»-i-A-^8in»0,'^"*" A»-+.rJsin'0.""^'. 

L'integrale de cette equation s'obtient par un calcul 
connu : c'est 

_ Ci -t- g'A't cos &t 

i«-3 -f- r^ sin' Q. ^ 
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el, eu determinant I'arbitraireCi de maniere a ce que, 

dB 
pour ? = o, 01 = 0Q et -— = o [0^ est la valeur iniliale 

donnee de 6,), on arrive a • 



/Qv dBi I ^ /cos9, — cosO^ 

1. 

La forme de cette equation montre rimpossibilile 
d'exprimer t en fonction de 0i autrement que par une se- 
rie ou une integrale definie , et d'avoir 0^ en fonclion de f ; 
mais cela ne serait necessaire que pour assigner^a cLaque 
instant la position du cylindre , et, comme on va le voir, 
la discussion de quelques-unes des equations precedentes , 
ainsi que de 

(9) J, = « — r, COS0, , 

ach^ve de faire connailre toutes les circonslances du 
mouvcment. 

III. II faut.remarquer dVbord que si 0^ ne restait pas 

dB 
entreSjj et — 6^ , Fexpres^ion (8) de ~ deviendrait ima- 

ginaire,ce qui ne doit pas arriver; qu'ainsi, en suppo- 
sant7r>0,,>o, on doit prendre premierementle signe — 
devantle radical, dans le second membredeTequati on (8), 
afin que dBi soit negative jusqu a ce qu'on ait Q^=z — 0^, 
puis le signe -+-, afin que dQ^ soit positive jusqu'a ce 
qu'on soit revenu a 0i = 0, et ainsi de suite alternative- 
men t. Cela pose : 

I**. D'apres Tequation (8) , la \itesse angulaire relative 
du cercle autour de son centre C , represente par le se- 
cond membre de cette Equation , est maxima (abstraction 

faite du signe) et egale a 2 — y-^ • sin - pour 0, =0, mi- 
nima et nulle pour 0i = db 0^ , et cette vltesse est la meme", 
D. 
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sauf le sens , pour des valeurs de 9^ ^quidijSerentos de 
zero. Done 

Abstraction faite du moui^ement de Vaxe du cylindre^ 
cc corps oscille autour de cette droite entre deux posi-- 
fions symetriques par rapport au plan ^vertical qui la 
contienty les oscillations sont isochrones et se composent 
chncune de deux parties egales. 

L'amplitudede ces oscillations est 260 , el leur duree T 
sera donnee par la formule 



r^o /cos — cos ©a 

Jo V ^'4-r;sin»e 

2^. La plus petite et la plus grande valeur de x^ que 
donne la premiere des equations (5) sont a — ri sin 9^ et 
a 4- /'i sin 60 qui repondent a 9| = di 0© ? et cette equa- 
tion fournit des valeurs de x^ equidifTerentes de a pour 
eel les de 0i qui sont equidifFerentes de zero. Eh outre , oh 
deduit de la meme equation et de T^quation (8) 



lit 



_, / ^ ^ /cos 9, — cosOo 



ce qui montre que la 'vilesse du cMtre C sur la dinite 
y = a est toujours igale h la vitesse atigulaire relative 
autour de ce centre, multipliee par la projection dt CG 

sur la verticale Oy \ ainsi — est nul pour 61 = dz 0© 5 at- 
teint {abstraction faite du signe) son maxima 



1 r, ^ . sin - 
k 2 



pour 61 = o, et prend des valeurs absolues egales pour 
des valeurs de 9^ equidifferentes de z^ro. Done 

Vaxe du cylindre oscille par allelement h sa pretnibr^ 
position (I), duns le plan horizontal oil il doit toujours 
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rester, entr^ cdtte position et une autre situee a la dis^ 

tance 2 Fi sin 60 de cello'la^ c'es oscillations coincident 
auec les precedentes , ottt m^me duree et sont aussi for-^ 
mees de deux parties e gales. 

3**. D'apres Teqaation (9), les valeurs extremes de^i 
sont a ' — Ti cos 6© et a — r^ qui repondent a 6i = ±: 6© 
et 61 = o , el yi prend des valeurs egales pour des valeurs 
de 9i equidiiTerentes de zero, De plus, cette equation et 
I'equation (8) donnent 

dry I . ^ , /cos0, -- COS0O 

dfx 
d'ou il suit que -^ est nulle pour 0i = db 60 et Qj == , 

necessairement maxima (abstraction faite du signe) pour 
de certaines valeurs de 6x entre o et ih 9^ , et prend des 
valeurs qui different seulement par le signe pour des va- 
leurs de 01 equidifferentes de zero entre lesquelles on n'a 
qu'une fois Oj = o. Done 

Le centre de grauite G oscille sur la verticale de sa 
position primitii^e [xi = a, II], en descendant d'ahord 
de ri (i — cos0o)i pww remontant de la meme quantite; 
et ces oscillations coincident encore av^c celles gUi se 
font autour de Vaxe da cylindre. 

4**. Pour un point M' du rayon qui passe par le centre 
de gravite G, a la distance r^ du point C, les deux der- 
nieres des equations ( 5 ) donnent 

(10) X — aLz=z[r' — /•, )sin0,, y — «=:/cosO,. 
En eliminant 9^ entre ces Equations , il vient 

qui represente une ellipse si ''' "^ -S un cercle si r' = - , 
le centre est t6ujdurs le point («, a) situe sut la verty^ale 
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ou se meut le centre de gravite G : si r' ]> ~ » le grand axe 



2 

r. 



de Fellipse est paralUle a Oy, et si r' <^ -» il est paral- 

Ule a Ox. 

i^ designant la vitesse absolue dc M' a la (in du temps t^ 
on deduit des equations (8) et (lo) 

. / r /, / / \ , A T cos 0, — cos ©0 

ainsi cette Vitesse, nullc pour 6i = dbdo^ prend la meme 
valeur pour deux valeurs de 0i equidifferenles de zero , et 

atteint son maxima ± a (r' — ri) -f-'* sin ~ pour0i==o. 

Done 

Le point M! oscille sur itn arc d'ellipse ou rle cercle, 
forme de deux parties symetriques par rapport a la 
verticale du centre de grai^ite^ et ces oscillations iso- 
chrones , de dureeT ^ coincident a\fec les autres. 

II ne reste plus a chercher que la pression exercee par 
le cylindre sur le plan horizontal. Soient, 
p cette pression a la fin du temps /, 
P lepoids du cylindre. 

On a (I) 

P = — •/> 
mg 

et, en rempla9ant/'par sa valeur en fonction de 0, tiree 
des equations (2, 5 , 7, 8), 

Ti.^r I 2r^ cos0,.(cos0, — cos6o)'l 

On voit que p augmente de 

p..^ ^1_,_^ a p. f,-h45sin»?i'), 

^'-hrJsin'Go \ ^ A^ 2/ 

tandis que 61 varie de di 0o a zero , et prend la meme valeur 
pouitdeux valeurs de 61 equidifiKrentes de z^ro. 
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Notes. 

I. On peut arriver aux equations (i) et ( 4 ); sans appliquer la force/au 
cercle, atin de le considerer ensuite comme libre. Les composantes des 
forces perdues sont seulement ainsi 

pour r^Iement ( x, ^) de masse /a : et on doit avoir 

Sxj $r etant liees par la condition que le cercle touche toujours le plan 

horizontal. Or i^ pour un deplacement virtuel horizontal, Sx-=z const., 

$jr = o, ce qui fournit I'equation (i); o9 'pour un deplacement virtuel 

dans lequel le cercle tournerait de Tangle infiniment petit ea ai^tour de son 

centre C, 

^xss (a — jf) w, ^j^ = (ac — x')«, 

ce qui fournit Tequation ( 4 ) ^^^ ayant egard a I'equation (i). 

II. Si le plan est incline au lieu d'etre horizontal , en y posantle cy- 
lindre de maniere que ses aretes soient horizon tales , ce qui a ete dit dans 
Tarticle I subsiste, pourvu que Ton considere un cylindre forme de filets 
homogenes aussi bien dans la premiere partie du raisonnement que dans 
la seconde. 

A designant Tangle d'inclinaison du plan, et I'axe des x etant une ligne 
de pente dirig^e dehaut en has, on a, au lieu des equations (i), (2) et (3), 

d*x 
wgsin; — 2./X -^ = O) 

d}y 
/— iw^cosA — 2.//. -^ = 0, 

/ d}x J*r\ 

Le mouvement du centre de gravite parallelement au plan est unifor- 
mement accelere et determine par 

x^ =: K -h - gt sin A . 

Les equations (6) et( 8) sont remplacees par des equations qui difierent 
seulement de celles-la en ce que ^ cos A s'y trouye au lieu de^; par conse-* 
quent, la partie de la discussion conteniie dans Tarticle HI (lO)sur le 
mouvement angulaire du cylindre autour de son axe subsiste , a cela pres 

que la dur^e des oscillations est reduite a T \/cos >(• 
x' est donn^e par I'equation 

of = K H- - gt*^in X — t\ sin 6. , 

2 f • ' 
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ainsi cette abscisse du point G crottra indefiniment, et I'axe du cylindre 
n'oscillepas de la maniere indiquee dans Tarticle III ( i^ ). C^^pendant x' 
peut decroUre au commencement, lorsque 0^ passe de — d« ^ 0o» ^^^ ^^ ^ 

cLx^ do, 

-— = et sin 1 — i\ cos B. -7- » 
dt ^ ^ ^ dt 

et /*! COS d| • -j^ ( qui est positif avec d^^) peut surpasser gt sin X ; cela ne 

so presentera plus etx' sera constamment croissante, apres que t aura at- 

* • -t 2 r, ./i\cosX.e^ . .. . , r^cos^i J^, ^ , 

teint , . • v -^ . sm — qui est le maximum de -^— ; — ~ • — —• Quand 

Ksinjl ▼ ^ 2 gsinJi a£ 

Ji*' decroil, le cylindre remonte le plan incline. 

L'equation (9) n'estpas modifiee, et, par consequent, le centre deg^ra- 

vite G a, sur la droite mobile representee par Tequation (11), le mouve- 

ment decrit dans Tarticle 111 ( 3^ ) ; la duree des oscillations est encore 

reduite a Ty^cos Jl* 

Enfin, un point M' du rayon CG ne se meut plus sur une ellipse fixe 
(III, 4°); mais sur une ellipse qui glisse parallelement a Ox dans le 
plan xO^, sans changer de forme ni de grandeur, et dont le centre suit 
le point d'intersection des droites representees par les equations 

x=aH — gr s\nX, y ■=. a. 
2 
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Rectification a la page 33. 



Au lieu des lignes de 4 a 7 6n descendant, lisez : 

Dans ce cas, le point D alteint en descendant la position determinee 
par cette valeur de j; puis il remonte ensuite, et il faut considerer le 
signe — dans le second membre de I'equation ( 4)- 

Et , au lieu des quatre dernidres lignes , lisez : 

D, en remontant, finitpar atteindre la position determinee par la va- 
leur [«] de ^j puis il redescend , et Ton doit alors considerer le signe -f- 
dans le second membre de Vequation (4). 

Dans ce cas , comme dans le precedent , le mouvement est oscillatoire , 
du moins apr^s la premiere excursion. 



